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R E S IJ M O 
Este trabalho tem como finalidade demonstrar teõ- 
ricamente e experimentalmente que o uso da Função Decremento Aleatõrio 
(FDA), torna mais confiavel a detecção de falhas e a identificaçao de 
sistemas mecanicos lineares, do que os metodos classicos - funçao densi- 
dade espectral, funçao autocorrelaçao e funçao correlação cruzada. 
Com este objetivo desenvolveu-se simulaçoes teõri 
cas de um sistema de "2" graus de liberdade, sendo a FDA calculada e ana 
lisada atraves de varias tëcnicas. Determinou-se limites de confiança pg 
ra um sistema simulado em boas condiçoes fazendo-se comparações com sis- 
temas que apresentavam problemas. Foram feitas ainda comparações com os 
.v- mëtodos classicos Ja referidos e analise dos dados retirados de um sistg 
ma montado em laboratorio. 
O trabalho teve como suporte um programa desenvol 
vido em linguagem FORTRAN, que tem capacidade para gerar as respostas de
A sistemas mecanicos lineares de um e dois graus de liberdade, incluindo 
um filtro passa-baixa. O programa calcula ainda a FDA e seu desvio pa- 
drao, densidade espectral, autocorrelaçao e a correlaçao cruzada. Os da- 
dos experimentais foram obtidos atravës de um sistema montado em labora- 
tõrio, sendo analisados por um Analisador de Fourier HP 5451c em conjun- 
to com o programa acima. 
Como conclusao verificou-se que este mëtodo com- 
pleta de forma util os mëtodos clãssicos, sendo facilmente aplicãvel em 
sistemas prãticos. Seu principal interesse na identificaçao dos parãme - 
tros ë dado pela facilidade com que permite separar os modos que ocorrem 
prõximos da mesma freqüência natural e, no caso da detecção de falhas ,ë 
dado pelo fato da FDA nao variar*significativamente com a mudança naexci 
tação.
' A B S TF R A C T 
The objective of this work is to demonstrate theg 
retically and experimentally, that the use of Random Decrement Function 
(RDF) in mechanical system identification and failure detection is more 
reliable than the classical methods such as spectral density-function,auto 
and cross correlation functions. 
A theoretical simulation for "2"degreeof freedom 
system was developed and the RDF was calculated and analised using diffe- 
rent techniques, the confidence limits for a simulated healthy system was 
calculated and compared with an unhealthy system. Results were compared 
with the classical methods as well as measured data taken from a simple mg 
chanical system. 
' 
~ A FORTRAN program was developed which can genera- 
te a single degree and two degree of freedom linear systems response,which 
includesa random excitation with a low-pass filter. The program.ca1cu1ates 
the RDF and its standard deviation, spectral density function, auto and 
cross correlation functions. The experimental measurement was taken from 
a laboratory set-up and was analysed using the HP Fourier Analyser 545lc 
and the above developed program. 
Conclusions show that this method complement in a 
usefull form the classical methods and is readily applicable to practical 
systems. The principal interest of this method in system identification is 
given by its simplicity which allows separation of closed mode and for fai 
lure detection the independence of RDF on the excitation of the system.
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Atualmente procuram~se desenvolver novas tëí 
nicas com a finalidade de aprimorar a detecção de falhas mn es 
truturas. 
Um problema a ser solucionado seria o fato 
de poder detectar estas falhas quando a estrutura esta em seu 
uso normal, o que acarretaria uma vantagem econômica muito gran 
de. 
Um outro problema a ser resolvido seria o es 
~ , ~ tudo da deterioraçao nas estruturas, isto e, a determinaçao de 
possiveis falhas antes de sua total ruptura, o que otimizaria o 
problema da segurança. 
Atravës de inspeções visuais ou monitoração 
de emissões acfistícas terimmse algumas possibilidades, mas seja 
devido a pequenas falhas não passíveis de serem observadas vi
4 sualmente ou devido ao ruido ambiente, um ou o outro metodo apra -- 
sentam problemas. 
Uma outra possibilidade na detecçao de fa- 
lhas seria uso de mëtodos de anãlíse_das vibrações estruturais, 
~ ~ 
e dentre estes uma possivel soluçao seria dada pela funçao de 
cremento aleatõrio , |4|.
2 
Esta função também apresenta vantagens na i- 
. ~ A dentificaçao dos fatores de amortecimento e frequencias dos 
modos, |4| , |8| . 
O presente trabalho tem como objetivo a i- 
øw A W dentificaçao dos parametros de sistemas mecanicos e a detec- 
ção de falhas, quando estes estão sujeitos ä variações devido 
ã modificações na excitação aleatõria. 
~ A Para a simulaçao, os sistemas mecanicos a se 
rem considerados são lineares, discretos e invariantes no tem- 
po, sendo dado um tratamento matemãtico para um e 1 graus de 
liberdade. No caso de E graus de liberdade considera-se sempre 
pequenos amortecimentos e o desacoplamento das equações dife-
- renciais, que o representam, ë dado pela analise modal. 
O sistema prãtico ë constituido por uma vi- 
ga montada sobre um vibrador. Neste caso o sistema assemelha - 
se a um sistema de 19 grau de liberdade, devido a excitação de 
somente um de seus modos. 
Sabe-se que a resposta aleatõria de um sis- 
tema contëm toda a informação necessaria para a sua identifica 
~ ~ ~ çao, mas nao pode ser usada porque, neste caso a informaçao en 
contra-se mascarada por ruido. Precisa-se entao utilizar mëto .- 
.- dos de analise desta resposta. 
Para este fim utilizou-se a função decremen- 
to aleatõrio, sendo apresentado o seu desenvolvimento matemãti 
co no capitulo II. A utilização desta função para identifica-
3 
ção dos parametros do sistema ë dada no capitulo III, e sua a- 
plicaçao na detecçao de falhas no capitulo IV. 
Existem ainda outros mëtodos conhecidos, pa 
ra analise da resposta alanfiria‹k›simxma,tais com: funçao den- 
sidade espectral, funçao autocorrelaçao e funçao correlação 
cruzada. No capitulo V mostra-se a utilização destes metodos. 
No capitulo VI foram desenvolvidos testes 
com o objetivo de verificar na pratica a funçao decremento ale 
atõrio. Neste caso comparou-se os resultados encontrados pela 
funçao decremento com os resultados obtidos pelos metodos - 
resposta livre, funçao densidade espectral media e modulo ao 
quadrado da funçao transferência do sistema. 
As sugestoes e conclusões estäo apresenta - 
das no capitulo VII. 
No apêndice A, mostram-se os programas que 
contêm as simulações das excitaçoes dos sistemas de 19 e 29 
graus de liberdade utilizados, e tambëm as simulações das fun- 
çoes acima consideradas. No caso da funçao decremento aleatõ - 
rio ë encontrada também a sua variância, podendo-se estimaruma 
regiao de confiança para a detecção de falhas 
No apêndice B, são apresentadas as excita- 
ções e respostas no tempo dos sistemas simulados.
4 
No apêndice C, sao apresentados os modelos 
matemãticos utilizados para os sistemas de 19 e 29 graus de 
liberdade. A simulaçao dos sistemas ê feita pelo mêtodo 
Runge-Kutta, e no caso do sistema de 29 graus de liberdade a 
resposta ë retirada de uma das massas consideradas. 
No apêndice D, são apresentadas diversas 
situações onde a funçao decremento aleatõrio ê obtida em fun 
"' f ^' u u çao do nivel de seleçao A , e o numero de trechos retirados 
IINII 
No apêndice E, analisa-se a influência do 
nfimero de pontos e o intervalo de amostragem sobre o calculo 
dos parametros e a detecção de falhas dos sistemas simula- 
dos, estabelecendo-se assim critêrios para a sua utilização. 
No apêndice F, são apresentadas as excita- 
ções na freqüência dos sistemas simulados, fazendo-se comen- 
tãrios a respeito da influência da banda usada pelo filtro 
sêbre as freqüências naturais.
CAPÍTULO II ii..-__._-.ít-_ 
nasENvoLvrnENrogMATEMÃT1co DA FUNçAo 
DECREMENTO ALEATÕRIO 
11.1 - INTRODUQÃO 
Os sistemas de vibraçöes podem ser 
cados em dois tipos de modelos matemäticos:discreto e 
,. O modelo discreto possui um numero finito de graus de 






de um sistema pode ser definido como o numero de coordenadas in _- 
dependentes suficientes para descrever o seu movimento. 
Como ilustraçao sera verificado a seguir onu 
mero de graus de liberdade Z de um sistema quando o seu movimen 
to se processa no espaço. 
Sendo: Nm = numero de massas 
, ~ _ .-. C - numero de equaçoes de restriçao 
o numero de graus de liberdade do sistema serã: 
Z = 3Nm - c (11.1) 
Muitos sistemas de vibraçao tem propriedades 
distribuidas, possuindo então infinitos graus de liberdade; is- 
to porque ele sõ serã completamente descrito quando o movimento 
for conhecido em todos os seus pontos. Mas, em muitos casos, 
estas propriedades sao fortemente nao uniformes podendo-se cons 
truir modelos ÓÍSÊIGCOS sem perder muito o caracter geral do
6 
desenvolvimento. Neste caso, tem-se um numero finito de parâ- 
.- na metros para descrever as propriedades do sistema,que tera entao 
um numero finito de graus de liberdade. 
O estudo a seguir sera feito considerando o 
modelo como 1un sistenu1.mecãnico discreto linear e invariante no tempo 
11.2 - DEscRIçÃo DA FUNQÃO DECREMENTQ ALEATÕRIO (PRocEsso GRÃ- 
FICO) Í4| - 
Seja um sistema mecanico linear invariante 
no tempo qualquer, cuja resposta impulsiva ë h(t), com condi- 
ções iniciais e excitação externa f(t), ambas arbitrãrias. 
|-I. O _ A resposta y(t), considerando o princip 
da superposição, ë dada por: 
y(t) = yf(c) + y¿(t) (II.2) 
onde yf(t) É a resposta forçada, e y¿(t) ë a resposta livre. 
Supondo conhecida a resposta y(t),serã1mili 
zado o seguinte procedimento mostrado na figura (II.1): 
l - Fixa-se um nivel de seleção A. 
2 - A cada passagem da resposta y(t) por este nivel, um trecho 
| v " ° v = __ " _ yn(t ) de tamanho tmäx e retirado, onde t t tn e a va 
riävel independente.
7 
3 - É subtraído de cada trecho yn(t') o nível de seleção A. 
4 - Faz-se a mëdía sobre estes novos trechos encontrando-se a 
-. , funçao decremento aleatorio, assim: 
IQ
1 | = __ ( I _ . óyc‹.z> N “Xl yn‹z › A) (11 a›
4 onde N e o nfimero de trechos retirados de y(t) para um dado 




° '1 *2 -----__ - --___-...1n_ _________ «N , 






(a) - Distribuição de retirada de trechos da resposta y(t), pa- 
ra um nível de seleçao prëfixado A. 
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(b) - Distribuição de retirada de trechos da resposta y(t) sub* 
traída do nível A 

































(c) - Desenvolvimento para obtenção da funçao decremento aleato- 
rio. 







Aumentando o numero de medias N, tem-se 
maior precisao na determinação da funçao dy(t'). 
0 nivel de-seleçao A, o numero de trechos ou 
numero de mëdias N, o tamanho da resposta Cmãx, e o tamanho da 
funcao tàãx, serao estipulados mais adiante. 
A subtraçao de A dos trechos selecionados 
yn(t'), tem a finalidade de pradonizar a funçao dy(t'), fazendo 
com que inicie com amplitude zero em t' = O, ou t = tn. 
É importante salientar que a função sõ teria 
a forma apresentada na figura (II.1.c) se: 
a - O sistema tivesse um grau de liberdade, tendo entao so uma 
frequencia natural. 
b - O sistema tivesse mais de um grau de liberdade, mas exístií 
se um modo dominante o qual teria uma frequencia natural 
principal. 
II.3 - SISTEMA DE UM GRQD DE LIBERDADE 
A equaçao que representa a forma geral de um 
sistema mecânico de um grau de liberdade Ê: 
y"(t) + 2fllw1y`(t) + wÍy(t)`= f(t) (II-4)
11 
onde hi E o fator de amortecimento viscoso e 
4 A ml e a freqüencia natural do sistema 
f(t) É uma excitação aleatõria 
II.3.1 - Forma Geral da Resgosta Livre 
a - Determinaçao explicita da resposta livre: 
Na prãtica nl < 1, e como também deseja-se 
conhecer a frequencia, o caso de maior interesse ë o de subamor 
tecimento, onde O < nl < 1, tendo-se entao para a resposta li- 
Vrê 8. €XPI'eSS8.0Z 
_n1w1t à y£(t) = A e cos(w1t - ¢1) (tui 0) (II.5) 
Onde! _wÍ = wl (1 - nÍ)l/2 (II.6) 
É a freqüência da vibração livre amortecida. 
A expressao (II.5) indica que o movimento pg 
de ser visto como oscilatõrio de freqüência wâ e ângulo de fase 
¢1, com amplitude amortecida exponencialmente devido ao fator 
A e-nlwlt. 
Usando as condiçoes iniciais: 





Y (0) + y(O) n w 
12 
¢1= arctg z z~ee z* 1 1 (II.7) 
y(O) wl 
A = _y(0) = ey(O) e 
cos ¢l //1+ 1 Í 
(y`<o> + y<o›nlw1)9 
y(O) wí 





caso: y¿(0) = y(O) 
y¿‹o› = 0
Ú 






= '-~ (IÍ.10) 
(1-ni)
Ú -n w t 
k 1 y(O) 1 1 > _ t ) Y£,y(Off)= :::;Ê;T7§ 6 c0S(w1t arc g ?::;;;T7í 
1 1 
(t z 0) 
(II.11)
13 
c - Considerando somente a velocidade inicial 
Neste caso: y£(O) = O 
y¿‹o› = y`‹0› 
e ¢1= arctg(®)= % (11.12) 
A = 1-šgl <11.13) 
“1 
entaü 
' - w T] C 
y¿,y¿O)(c)=1;§9l e 1 1 Sen‹wÍz) (z ¿ o) ‹11.14›
1 
Usando o principio da superposição, tem-sea forma geral da res- 
posta lívre dada por: 
-nlwlt -nlwlt n _e * . e * 1 y¿(t)---1-sen(w1t)y (O)+--É-T7§cos(wlt-arctg--Ê~T7§)y(O) 
wl (1-nl) (1-nl) 
(c z O) (II.15) 
II.3.2 - Resposta Impulsíva e Resposta ao Degrau 
~ A .- A funçao transferencia do sistema e |1|: 
H1(w) = ---i---- (II.16) 
2 2 -w +2jwn1wl+w1
14 
e a sua transformada inversa darfi n resposta ímpulsíva 
h1(t) ú 1 ( 
“1 
“filwlt 
= Ê--- sen w*c z ¿ 0) (11.17) 
a resposta ao degrau É encontrada aplicando a transformada ín- 
versa na expressao abaixo |1| 
sendo então 
H1(w) 
Cl(w) = --- (II.18) 
Jw 
"T'](Á) C 1 Ú = Í' 1" ~í E 1 COS(wÍt_a`rCtg~) 
(c z 0) 
onde g1(t) e G1(w) sao respectivamente a resposta ao degrau no
A tempo e na freqüencia. 
II.3.3 - Resposta Forçada e Resposta Geral 
Sendo a exçítação causal, a resposta forçada 







Usando (II.15) e (II.20) encontra-se a res-
15 
y(r) = yf(c) + y¿(r) 
z `“1°”1“ `“1“”1t n 
zí f(T)h (t-T)dT+ Êí_--~sen(w*t y (O)+ e cos(w*t-arctg-__L____)y(0) 
O 1 mí 
1 (1_nÍ)1;2 1 (1_nÍ)l/2 
(â ¿ 0) (11.21) 




f(T)h1(t-T)dT + h1(t)y(O)+(1-wÍg1(t))y(O) (II.22)
O 
" (tz0) 
II.3.4 - Função Decremento Aleatõrio 
Sabendo que:
N 
I = í I _ I àycu › N nšl <yn‹z › A) ‹z z 0) 
1 1 , t Eipfiímmg 
VÊ-se que a funçao ë na verdade, uma estimação do valor mëdío 
estatístico da resposta de um processo aleatõrio {yn(t')}, sub- 
traído do nivel de seleçao A |2|, assim: 
ày‹›z'› = E[yn<z'›-A] <z'zo› <n=1,z,...,N› (II.23) 
c'g Egc'mã¶ 
onde E, indica media estatistica. ' 
3€nd0 A =Y(Cn), n =l,2,...N e usando a equação (II.22), (II.23) 
pode ser escrita como:
16 
c' `] 
dy(.t') = EMO fn(r)h1(t'-T)dr + h1(c')E{y'(_tn)J - 
- wÍg1(t') E[y(cn)] ; y(tn) =A (II.24) 
(t'_íO) (n =l,2,...,N) 
v 1 _ E €i@'t maái 
Pode-se ver que para um nfimero determinado de trechos retirados 
N, tem-se: 
E{y'(tn)] = O 
(n = l,2,...,N) (II.25) 
E{Y(tn)] = Y(tn) r 
(II.25) ë evidente, pois as condiçoes iniciais consecutivas de 
velocidade tem sinais contrários e as condiçoes iniciais de 
deslocamento sao as mesmas e iguais a y(tn).
4 Concluindo, a analise de (II.24), comuta Se 




1 E[yfn(c')] = fn(T)h1(t'-T)dr;I =J E[fn(1:)]h1(c -T)dT 
O O 
(H = 1,2,...,N) (II.26)
17 
fazendo a mudança de variãveis t = t' - T 
ít' t' 
Í = |__ = '__ E[yfn(t )] JO E[fn(T)]h1(c 1)d1 ío E[fn(c c)]h1(c)dc 
(II.27) 
(n = 1,2,...,N) 
Supondo que os N trechos retirados, yn(t') n =1,2,...,N, formem 
um processo estacíonãrío tem-se: ' 
tl t Í 
E[yfn(c')] = 
Í 





(n = l,2,...,N) 
t' 
chamando Ç (t') = h (t)dt = 1 O 1
ú -n w c' n ¢o$w c' 
=e 1 1 (- -l-senwÍt'- --l-) + À- 
w*w wz mz 
1 1 1 1 
e cl = E[fn(c')], (n = 1,2,...,N), (II.28) fica; 
E[y n(z'›] = cl¿1(z'› (n = 1,2,... N) (11:.29› f 9 
levando (II.25), (II.29) em (II.24) obtem-se: 
ây<z'› = c1€1‹z'› - ‹››§y<cn›g1<_c'> <1:'¿0>> ~<11.3o> 
' t' É 
(r1= 1,2,...,N)
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a-Processo estacionãrio de media nula (C1 = 0) 
Entao (II.30) se torna: 
ày‹z') = -‹»Íy(zzzz)g1<z') uz' _>_ 0); z' z; [c›,z'm¿x:| <11.3`1› 
(n = l,2,...,N) 
(II.31) indica que a funçao decremento 
aleatõrio, representa a äeópoóia ao dfiâäaü d0 ¿¿¿Í€ma- ' 
Sendo y(tn) = y(O) e considerando (II.11) e (II.19), (II.31) se 
torna: 
dy(C') = Y¿,y(0)(t') ' y(O) (II-32) 
i(r' 1 0) 
(II.32) indica que a funçao decremento 
ø , _ ~ aleacorío e a àeópoóta ¿Lune do óáótema a cond¿çào ¿n¿c¿a£ de 
deóiocamento, g(0) óubtnalda deóta meóma cond¿çäo. 
Substituindo (II.11) em (II.32) tem~5e:' 
d (tv) = __lÂÊl_7§ 
e_n1w1t' 
cos(wÍt'-¢i)- y(O) Lt' Z O) 
Y (1-nÍ)1 . . t E P t -1 ' ITl3X 
"L 
¢ = arctg ----~ (II.33)
Como considera-se subamortecimento, onde 
A A . ~ O < nl < 1, o angulo de fase e`a frequencia das vlbraçoes li- 
vres amortecidas estarao nos dominios: 
0 < ¢1< E2 
O < mí < wl 
4 ,. ~ b - Processo estacionario de media nao nula (Cl ¢ O) 
y(0) 
(1- 
Entao (II.30) ë expressa por: 
__ v fllwlt 
Í ._ * Í __ _ Í dy(t ) - -i~ 8 COS(U)1t + ) 
onde ¢1ë encontrado considerando a condição inicial dy(t')I = 
t Y
, 
(c' ¿ 0) c'â[@,c'm¿£] 
C š (r') 
(II.34) 
1/2 
- 1-<1~n§›<1- -¿àl-- ›21 
¢1= arctg em ZÉQ)
; 
1/2 C1¿1(t )) (1-ni) (1 - -----
» y(0) 
c - Processo ergodico 
(II.34) se torna 
Neste caso C1 = f(t) e C1š1(t') = y(t5
19
20 
d v y(0) 




P-(1-n§›‹h P;-§% V] 
¢1= arctg 1 z z (II.35) 
<1-n§›1”<1- «Y-L) 
y(0) 
sendo a excitação um ruído branco gaussíano ergõdhx›ou mnruÍ&oco 
.z , 1oridc› ergodíco de media nula, f(t)==O, e (II.35) se reduz para (II.33). 
.-_. , 4 , d _ PTOCGSSO 118.0 eSÍI8C101'13I`1O 
Supondo a existencia de soluçao para integral, faz-se: 
c'
' 
Cl§l(c') = Z1(c') = 
Jo 
E[fn(t'-c)]h1(c)dt, onde Z1(t') ë a rei 
~ ,. posta forçada do sistema, quando a excitaçao e o valor mëdío do 
processo. 
Entao (II.34) serã expressa por: 
-n w t' 
à ‹z'› = -l'-5-9l- e 1 1 ‹z‹›s<‹»*z'-‹1›1›- y<o› + z1<zz'› ‹‹'zo1~› 1 2 1 Y (1-ni) / 











II.3.5 - Relação entre a Função Decremento ê &`ëSCrUtUrä 
a - Estrutura com carregamento de media nula: 
Neste caso, C1 = 0, e a funçao ë dada por 
(II.33) ou (II.35) quando a excitação tem media temporal nula, 
isto ë, oscila em torno de [-y(O)] terminando com este valor. 
um ây(z') = -y(o) 
t'->oo 
Em termos estruturais, isto indica que a es- 
trutura nao esta carregada, oscilando entao em torno do seu pon 
to de equilibrio estãtico. 
b - Estrutura com carregamento de media nao nula e_constante 
Neste caso, C1 # O, e a funçao ë dada por 
' C 
(II.3A) ou (II.35), isto ë oscila em torno de E-y(0) + -1] ou
w
1 
E-y(O) + y(t)1, terminando com este valor.
C um ‹z1y‹‹z'› = -y<o› + -l = -y‹o› + y"<'"z› 
1:'-›<×> ml 
o que indica que a estrutura esta carregada, oscilando entao fg 









Estrutura com carregamento de mëdia não nula e flutuante 
~ 4 Neste caso C1E1(t') - Z1(t') e a funçao e da 
por (II.3Õ). Existindo lim Z(t'), oscilarã em torno de 
t'-roo ]› 
(O) + lim Z1(t')1 terminando com este valor 
f¿'-›oo 
lim d (t') = ~y(O) + lim Z1(t') y t'-›oo 
[;'~›oo 
ao a estrutura esta carregada e oscila fora do seu ponto de 
ilibrio estãtico. 
Na prãtica, considera-se o processo ergõdico, neste caso a no 
~ ~ ~ padronizaçao da funçao (necessaria para 3 determinaçao 
de falhas) ë feita zerando a média temporal da resposta do 
sistema [y(t) = O1, sem ser preciso conhecer a sua entrada 
Nao considerando as condiçoes iniciais, e sendo o processo 
ergõdico, pode-se escrever E{yn(t')] =E[}fn(t'Xl=y(E)- Mflä 
se existir condiçoes iniciais como no caso da funçao decre 
4 " ~ ~ mento aleatorio, E{yn(z')] #E[yfn(t')], e a funçao entao, 
pode ser encarada como o valor medio estatístico de um pra 
cesso não estacionario menos o nivel de seleçao dy(t') = 
= E{yn(t')]-A.
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lI.3.6 - Exemplos Ilustrativos 
Com objetivo de verificar atraves de simukção 
a teoria apresentada nas seções anteriores, serãoxústos aqui di 
4 ~ versos exemplos de calculos para a funçao decremento aleatõrio. 
0 sistema utilizado esta apresentado no apêndice C. 
~ Os valores necessarios ã simulação estão aprg 
sentados abaixo, onde o intervalo de amostragem e a freqüência 
natural foram escolhidos de tal forma que evitem o problema de 
"a1iasing". 
Os valores restantes foram obtidos atraves de 
diversos testes simulados, sendo estes os melhores para os casos 
apresentados. 
Valores escolhidos: 
Intervalo de amostragem, T = 0,001 s 
Nivel de seleçao, (A==300 para nl <0,05), (A =50 para nl >Ú,05) 
Freqüência natural, ml = 300 rd/s 
Numero de medias, N = 700 
Tamanho da funçao, t'« = 0,063 S max 
OBS: A funçao decremento aleatõrio calculada para um grau de li 
berdade É dada pela notação, dyc(t'), e devido alimitaçoes 
computacionais foram considerados S5 64 pontos.
a - Pequenos amortecimentos (nl 0,05): 















a.1 - Excitaçãoz 19 ruído colorido de média nula, f(t)=0,y(t)=0, 
tamanho da resposta do sistema, tmãx =7,5l5 s. 
Neste caso a função estã padronizada. isto ë, oscila em torno 
de [-A=-y<o›]. 
qdyáfl 
/N A ¡\ 
.. : ›-Ji'---¬^----Í¡..__,L..-_«,-..--{ . _ . . _ . . _ -_ P' + 'Í :Í \¡ ÉÉ 
Í V. U \ .. 
0 . Q063s 1 
a.2 ~ Excítaçao: 19 ruído colorido de media nao nula, f(t) Í 
zé o, yu) #0, zm¿x=s,oõ9 S. 
Fig. II.2 - Função decremento aleatõrío (sistema de um grau de 
_ liberdade - pequenos amortecimentos).
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Neste caso tem~se distorções introduzidas pela funçao £1(t'), 
pois y(t) -f(t) ¿1(t'), e a oscilaçao seda antonw de[}A+y(t) = 
= -y‹o› +y‹z›]. 
OBS: O valor medio da resposta do sistema ë, y(t) = 1000. 
óV‹+`› 










v U U 
a.3 - Excitaçaoz 19 ruido colorido de media não nula, f(t) % 0, 
y(t) = O, Cmäx = 7,766 S. 
, ~ 4 Fig. II.2 - Funçao decremento aleatorio (sistema de um grau de 
liberdade - pequenos amortecimentos). 
Neste caso, É zerada a media temporal da res- 
posta do sistema, y(t) =0, e a funçao esta padrmüzada, E1(t') =0, 
oscilando em torno de -A =-y(0). Esta É a situação pratica onde 
~ , , ~ , . _ .` nao e preciso cmfimcerzaenumda. A funçao e similar a do caso al. 
b - Amortecimentos maiores que 0,05 
Considerando os casos anteriores, com U1 =0,1› C€m'5e¡ 
Analogamente ao caso al
26 
¡ dyáfl 
._ vz 1. ' l0l\ 0,0635 
-Az-50 À»-4-~ ~ ~ ~
\ 
bl-Excítaçãofleruído colorido de media nula, f(t) = O,Yzt5 = 05 
_ 
C - = 9,502 S max 




-A:ymz1so--¬---- _-- _-- _ ------- 
~ 
J eo _ e-. 
O 0,0635 Í 
b2-Excitaçaorpruído colorido de mëdía nao nula, fÍtÍfO,y(C)f0, 
Cmãx = 25,116 s 
Fig. 11.3 - Função decremenco aleatõrío (sistema de um grau de lxbeš 
. dade - amortecimentos maiores que 0,05).
. 
___.. ~ ' o OBS: O valor medio da resposta do sistema e, y(t) = 20
27 
analogamente ao caso a3 
¡ dyáf) 
ñÔ\ o,o'ô3s 'f' 
i~ 
b3-Excitaçaoqflruido colorido de mëdia não nula, f(t)#O, y(t)=O 
C _ = 
IT1aX 
~ 4 Fig. II.3 - Funçao decremento aleatorio (Sistema de um grau de 
liberdade - amortecimentos maiores que 0,05). 
11.4 - SISTEMA coM 11 GRAUS DE LIBEBDADE (PEQUENOS AMORTECIMENTOS)
~ A equaçao matricial que representa a forma ge 
ral de um sistema mecanico de fl graus de liberdade ëí 
[m]{q"(C)} + [c]{q'(t)} + [k]{q(t)} = {Q(t)} (II.37) 
onde [m], [c] e [k], são matrizes símëtricas reais (ZXK), chama 
das matrizes de massa, amortecimento e rigidez, sendo {q(t)} e 
{Q(t)} vetores Z-dimensionais que representam respectivamente
28 
as coordenadas e forças generalizadas. 
II.4.1 - Resposta Geral 
A soluçao do sistema de equações (II.37) serã 
encontrada atraves da analise modal Ill. A analise modal se ba= 
seia numa transformação de coordenadas e tem como objetivo ex- 
pressar (II.37) em termos de um novo conjunto de coordenadas,de 
tal forma que as equações fiquem desacopladas. 
Considerando as Z soluções do problema de au- 
tovalor associado com as matrizes fk] e fmj, tem-se: 
Íklfbl ' [m][bl[‹››2l = [0] (II-38) 
onde: ünãj ë uma matriz diagonal dos autovalores ou frequên- 
cias naturais ao quadrado do sistema. 
[b] ë uma matriz (KXZ) constante e não singular, chamada 
matriz modal, sendo as suas colunas os autovetores 
ou vetores modais do sistema, os quais representam 
fisicamente os modos naturais; 
com o objetivo de encontrar-se as amplitudes finicas para os mo- 
dos normaliza-se a matriz modal.
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[b1T£m1u›1 = [11 
T \ (11.39) fu mú›1 = W 
onde: [b]T E a transposta da matriz modal 
[11 ë a matriz unitãria. 
sendo os autovetores ortogonais, e por isso linearmente independentes, 
o venntresposta do sistema {q(t)}, pode ser visto como uma combi 
nação linear destes autovetores: 
{q(§)} = [b]Íw(t)} (c 1 0) (II.4o)
~ (II.40) indica que a transformaçao de coordenadas ë feita 
atravës da matriz modal fbl, que pode ser vista como um opera- 
dor que transforma o vetor {¢(t)}em {q(t)}, onde {¢(t)} são as 
novas coordenadas generalizadas.
~ Fisicamente (II.40) mostra que a soluçao de (II.37), para qual- 
quer tempo, pode ser vista como uma superposição dos modos nor- 
mais, multiplicadas pelas novas coordenadas genera1izadaä¢(t)}, 
~ ~ as quais sao a medida da particípaçao de cada modo. 
Sendo [b] constante tem-se: 




Substituindo (II.40) e (II.41) em (II.37) e multiplicando os
T seus termos por [b] para preservar a simetria, tem-se: 
[b]T[m] [b]{‹1»"(c>}+[b]T[¢][b1{1J›'(z)}+{b}T[1<][b]{w‹c›} = {N<c)} 
(II.42) 
onde: {N(t)} = [b]T{Q(t)}, ë um vetor K-dimensional que repre- 
senta as fingas generalízadas associa 
das a {W(t)}. 
Usando o esquema de normalização (II.39) em (II.42), tem-se: 
{w"<z›} + {c]{w'<z›}+ [w3]{w‹z›} = {N<z›} <11.43> 
onde: [C] = [QP [c][b], ë uma matriz (fixfl) simëtrica, em geral 
não diagonal. Mas se hm considerado pe- 
quenoó amoniecámentoó, o acoplamento in 
troduzido pelos termos não diagonais po 
de ser desprezado. 
entao considerando a nocaçao 
[C] = [\2n‹¿›] (11.44) 
substituindo (11.44) em (11.43), tem-aaz 
{w"<:›} + [ënwl {w'<z›}+ [wã]{wcc›1 = {N<z›} <11.4õ›
(II.45) representa um conjunto de Â equações da forma: 
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w¿'(c› + 2n¿wiw;<z› + w§¢í<z› = N¿‹z) <i=1,z,...,¿) 




Ní(T)hi(t-T)dT + hí(t)Wí(0) + (1~wÊgí(t))Wí(0)
O 
(1 
(c z 0) 




II.4.2 - Fungão Decremento Aleatõrío 
Analogamente a (II.23) pode-se escrever: 
(t' z 0) 
ó (z') = E[á“%z')-A1 
Q1 1 ‹n=1,2,...,N) 
' z t'e Bht mag] 
Usando (II.48), tem-se: 
¿ (t'z 0) 
| = V “_ dqft ) E{ íâl b1 ¢ín(t) Á¶ (n=1,2,...,N) 









sendo A = ¶štn) = Z bšl)¢i(tn) n=1,2,H.,N;comnnn&›a operação 
1 1 
de xnedia e de soma e usando (II.47), (II.50) pode ser escriíta <:omo: 
ó (z') = É b(í) E Jt'N <f)h <z'-w›ó1 + É b(í)h ‹z')E w°<z) 
ql í=1 1 O in í í=l 1 _í 1 n 
¿ (c'z 0) 
- 
2 
b(í)w2 (z') E (c ) (11 SL) 
i=1 1 ígí Wi n (n=1,2,...,N›
" 
t' e Í0,t'mãX;| 
Considerando um nfimero determinado de trechos retirados N; de 
forma anãloga E |SeçÃo II.3.4|, tem-se: 
E[¢¿<‹zn›] = o ‹n=1,z,...,N› (H sua 
E[ú›i‹‹zn›] = \vi<zn› ‹i=1,z,...,z) 
~ 4 ~ Comutando a operaçao de media e de integraçao no termo forçado 
de (II.51), tem-se: 
E q<“>(zz'› = É b(í)E JUN (nn (z'-f)àT = É bfi) tr N (T) h ‹z'-nóf If í=1 1 o in i i=1 1 o in Í 
(n = 1,2,...,N) (II.53) 








. E qu (c ) =íšlb1 L) 
E Nínü) hi(t -T)dT=íâ1b1 LE Nín(c -t) hí(t)d'r 
(n= 1,2,...,N› (II.54)
Ííš 
Supondo que os N trechos retirados da resposta da 1? massa do sistema, 
(n) . _ . - . _ 






E qlf (c') =i§1b1 JOE N¿n(z'-t) hí(z)àz=í§1b EÍpin(c') íohí(ú)àz 
(n=1,2,...,N) .(II'55) 
C' *Y1.w.t' H. coswz*t' 
, _ _ 1 1 1 , 1 1 sendo Eí(t )- hí(t)dt-e (- --senwít - ----) + -
o u›>I<w. ua? of 1 1 1 1 
e ci = E|:Nin(c'›;|, (n=1,2,...,N), (í=1,2,...,¿), <1I.55) fica: 
E q<“)<zz') af b(i)c.¿.<z'› (n=1 2 N) (11.5õ^› 
if 1 1 
-1 1 1 s a 9 
substituindo (II.52) e (II.56) em (Il.5*1) tem-se: 
1 
Z 
1 2 1 
(t Z' 0) 
dq1(t ) *ig-1b1 [Cíšíü )_wíwí(tn)g›i(t )J ‹n=1,2,...N>(II'51) 
t' e l:0,t'mãX:| 
OU 
É 1 
ó <z')=Xl§.Í)c¿§(zz'> - É b(i)w? ¢.(zn) g.<z') 




1 i=1 1 1 1 1 (n=1,2,...N) 
t' E: |:0,t'mãx:I 
a - Processo estfiaciuonãprio ide mëdia nula (C¡= 0)(i=1,2,...,K) 
Obtem-se para (II.58) a forma:
z (1) óq;c') = - lzlb mí ¢i<zn›gí(z'› <z' ¿ o) 
( ,2 n=1 ,...,N) 
1 , t e E),c'maX] 
~ 
d remento aleatõrio rep (II.59) indica que a funçao ec 
O óomatõtÁo daó neópoótaó ao degàau na£at¿vaó aoó modoó nonmais 




Õ ;C') = 21 bfl) ED¿,¢í(O)(t') 
' W¿(0í1 (t' 1 0) 




analogamente a (II.32) pode-se escrever: 
(1I.5®) 
(IIJ50) indica que a função decrescimento aleatõrio ë um óomaflã 
^ ` ond¿ õeó ¿n¿c¿a¿ó de àio daó âeópoótaó homogeneaó aó c ç 
mento, ac£at¿vaó aoó mo 
diçõeó. 
doó noàma¿ó, óubtàaída deótaó me 
Comparando com (II.33) tem-se: 
1 L t 
Como 




2 . .(0) - . . ' 
_ (1) wl e 
nlwlt 
coS(w:Tt,_¢.)_wí(rO) (tv>0) 
. 1 _ dq(t`) ië1b1 (1-n?)1¡2 
U.1 ¢. = arctg ----7- 
to onde O o caso considerado ë de subamortecímen , 
^ncias das vibrações livr 
aos modos normais estarão nos domínios 
(11.ór) 











b - Processo estacíonãñrío de media não nula (C¡# íO)(i=1,2,..,£) 
Neste caso tem-se para (II.58): 
õ ‹‹z'› = É bm ---¡-U)i(O) -níwit' ‹›~‹z'-¢ ›-w <o›Í+c ê<c'› 
(11 i=1 1 (1-nÊ)1 2 








1/2 Cí;€í(t¡_)W (1-n?› ‹1- -----> 
1 
wi (0) 
onde ¢í ë encontrado considerando a condição inicial dq (t')} =O 
1 t'=O 
c - Processo ergõdico
Â 
Neste caso C¡= Ní(t)(í=1,2›---Ê) E Z blíncii-_ Ê:-L(t')=<11Zfl) 6 (IL62) fífia 
)-4. P-' 
. 
¿ (í) Wí(°) '“í“i“' . 
dqluz )=íâ1b1 e ‹z‹›â(‹»ä‹z -‹1>¿)-1l›í(.0):|+í('€í 
(t' ¿O) 
c' e |:O,t'mãx:| 











sendo as excitaçces ruídos gaussianos ergõdicos ou ruídos coloridos ergõdi 
CCS de média nula, N_¿(u) =o (i=1,2,...s¿), (1I.ó3) Se reduz a(II.61). 
d - Processo não estacíonãrio 
Exístíndo solução para a integral, considera-se 
K ~ ¿ ‹í› ¿ (1) 
“' 
b<1)c.`€(t›=z(t') = Íb¬_ Zí(r') = 2 b 
J 
E[N¿n(c'-c)1hí(t>dt. 
= =1 o “P1 i-' P-' H o-A. |-1. P* |-4. 
onde Zi(t') ë a resposta forçada do sistema, quando a excitação 
z - 
e o valor medio do processo, referente E um modo normal. 
então (II.62) se torna: 
â < '› - É b(í) -Í¿íÊl-7- 
_níwít' 
< *z'-¢ ›-w ‹o› + z<z'> qlt í=1 (1_n?)1 2 
e cos wi í í
1 
(t' Z O) t' e: E),t'mãx] r(ÍÍ-64) 
2 
ZÍ.(t')
2 1“(1'flí)(l° ¶ÊÍõT~) 
¢í=arctg wwe 
Z ( ) . c' 
c1-n§›1/2<1- -í--¬ > 
Wi(0) 
1/2 
~ ~ .- ' ø v-¬ ~ OBS: A relaçao entre a funçao e a estrutura e analoga a seçao 
(II.3.5), lembrando que agora trabalhasse com os modos nor
Q
i mais, A = q1(O) = Z bi )¢i(0) . 
i 1 
OBS D H A ___: a mesma forma, a situaçao pratica É considerar o processo 
ergõdico. Neste caso zerando a media temporal da resposta 
da lê massa do sistema q1(t) =O, a função fica padronizada 
Como considera-se condiçoes iniciais, a funçao e ovalor me 
dio estatístico de um processo não estacionãrio menos 0 ni 
vel de seleçao A. 
OBS: Como o sistema tem varios graus de liberdade, sera detecta 
do o fenomeno de batimento. Esta situaçao prejudica a d - 
terminaçao dos parâmetros do sistema. Serã visto no Capitu 
lo III um metodo que faz esta determinação, nestas circuns 
tãncias. 
II.4.3 - Exemplos Ilustrativos
z 
Analogamente a seçao II.3.6 serao vistos aqui ` ao ~ 
1 
' 8 ~ exemp os de simulaçoes para a funçao decremento aleatorio Nes- 
te caso serao considerados somente pequenos amortecimentos 
Foi utilizado para simulaçao um sistema medois~ 
graus de liberdade apresentado no apêndice C. 
Da mesma forma anterior os intervalos de amos
A tragem e as freqüencias naturais foram escolhidos com o objeti- 
vo de evitar o problema de "aliasing". 
Os valores restantes foram obtidos atraves de 
diversos testes simulados, sendo estes os melhores para oscasos 
apresentados. 
Valores escolhidos: 
Nivel de seleçao, A = 100 
A = 400 
Numero de medias, N = 500 














Tamanho da função, t'mãx = 0,063 s 
Fatores de amortecimento, nl = 0,001 , nz = 0,04 
0b9¿ A função decremento aleatorio calculada para dois graus de 
liberdade É dada pela notação, dql c(t')| , e devido ãli 
' sL=2 
mitaçoes computacionais foram considerados so 64 pontos. 
a - Freqüências proximas (fenomeno de batimento muito aparente) 
Periodo de amostragem, T = 0,001 s 
1? freqüência natural, wl = 300 rd/s 
2? freqüência natural, mz = 400 rd/s 
^ dq ‹*‹`› 
W LC f=2 0.0535 ow" t* *f 
Q / 
-Az-óoo -*---4" --- --1*--+ ---- -- 
a.l - Excitaçõesz 19 e 29 ruidos coloridos de media nula,N1UQ = 
= N2(t) =0, q1(t) =0, tmãx =7,ll3 s. 
Fig. lI.4 - Função decremento aleatörio (sistema de dois graus 
de liberdade - freqüências proximas). 
2 . 


















a2 - Excitaçoes: 19 e 29 ruidos coloridos de media não nu1a,N1(t)#0,N2(t)#0, 
q1(t)#0,tmãx = 8,018 s V
2 
Sendo q1(t) =§:\oíí) Ni(t) ši(t'), ocorrerão distorções introduzidas pelas 
í=l 
funçoes Eí(t') (í=1,2), e a oscilação ficara em torno de 
E1 + <11(t) = "<11(O) + <11(t)] 
Obs.: 0 valor mëdio da resposta do sistema e, q,(t) = 1200 
pq ‹f› 
Í 
.Lc FIZ S 
G ` 




-Az-1.00 ~----.«,--iä___.._._.{.__-Jr ____ __ 
W \ 
rw ” 
a3 - Excitaçoes: 19 e 29 ruídos coloridos de mëdia nao nula, 
N1(r) #0, N2(c)#o, q1(z) =o, cmãx=7,113 S. 
Fig. II.ú - Função decremento aleatõrio (sistema de dois graus 
de liberdade - freqüências proximas). '
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ii- 
A funçao oscila em torno de -A = -q(0) , POÍS f0fÇ0U"'UU <l1(t)“0 -
1 
As distorções anteriores š_(Ê) (i=l,2 ) f0fam canceladas
1 
e a funçao está padronizada. Como anteriormente, Seção LL3.6, 
esta ë a situaçao pratica, onde não ë preciso conhecer a entra 
da, e a função ë a mesma do caso al.
^ b - Frequencías afastadas (modo dominante) 
Considerando os casos anteriores com, wi =3M)rd/s, w2=2Omkd/à 
T = o,ooo1 S, cz-zm¬~sez
' 








-A:..'|QQ L--L----V -- --r- -_- -_ _--- ._
J 
bl - Excitaçoesz 19 e 29 ruidos coloridos de media nula,Í;ÍÉ)=N2(t)=0,q1ÍtÍ=0 
z - = 0,802 s max 
Fig. II.5 - Função decremento aleatõrio (sistema de dois grauâ 
de liberdade - freqüências afastadas).




-2 ¡ LC 1- 
-^+<1‹+›=3 l i ----- -~ 
z 







, ~ ~ - Excitaçoes: 19 e 29 ruídos coloridos de mëdia nao nula, N1(t)#O 
N zt§#o, q zt-_5fQ, t _ = S
i 
2 1 max 
Obs.. O valor medio da resposta do sistema ë, q (t) = 400 
- 1 
















19 e 29 ruídos coloridos de mëdia não nula, N1¡t5#0, 
¶_TTT#O, Ê'TTT=0 t - = 0,802 s 2 1 ' max 
A forma da função neste caso, como no caso bl, se assemelha 8 49» 
um grau de liberdade.
Q 
II-5 Função decreménzo aleatõrio (sistema com dois graus de 
liberdade - freqüências afastadas).
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11.5 - coNcLUsÃo 
V Com o desenvolvimento do capitulo verificou-se 
teoricamente que a função decremento 81€8CÕYí0 ë 8 r€SPOSC& 
livre do sistema de um grau de liberdade sujeito a um deslommn- 
pa. E3 |-l. O |-a. W l-4 to subtraida deste deslocamento. 
Se osistema for de vãrios graus de liberdade, 
a funçao terã as mesmas características acima; mas neste caso 
estarã relacionada com o somatõrio das respostas livres referen 
tes aos modos normais. 
Se oprocesso for ergõdico e as excitaçoes, rui 
dos coloridos, a funçao continuarã sendo representativa da res- 
posta livre, bastando anular a mëdia temporal da resposta do sis 
tema. 
Na prãtica para obtermos a função com as ca- 
racterísticas acima, deve-se considerar um nümero de trechos e 
um nivel de seleção adequados.
CAPÍTULO 111 
ANÁLISE DA FUNÇÃO DECREMENTO ALEATÕRIQ 
111.1 - INTRODUQÃO 
~ » . Sabe-se que a funçao decremento aleatorio re 
sulta de uma media feita sobre trechos retirados da resposta do 
sistema N, onde estes trechos são retirados considerando-se um 
determinado nivel de seleçao A. 
Escolhendo A e N convenientes, ve-se que a 
^' . -f - . ^ relaçao (sinal-ruido) aumenta, o que evidencia os parametros ca 
racteristicos do sistema. 
Serão considerados agora alguns metodos para 
identificaçao do sistema: 
a - Metodo do decremento logaritmico 
b - Metodo de largura de banda para o ponto de meia potencia 
c - Metodo dos minimos quadrados ISI. 
Para sistemas de um grau de liberdade e pequg
~ nos amortecimentos todos os metodos sao velidos, mas se os amor 
tecimentos forem maiores o metodo de largura de banda para‹opon 
to de meia potencia fica prejudicado. 
Para sistemas de vãrios graus de liberdade,en 
contra-se o fenômeno de batimento, neste caso, a melhor solução 
e separar os modos, usando-se o metodo dos minimos quadrados.
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Considera-se o processo ergödico, sendo ea 
excitação um ruido colorido de media não nula. Anula-se a mê- 
dia da resposta do sistema e soma-se o nivel de seleçao A.ãfuE 
ção decremento aleatõrio. Pode-se entao comparar a função com 
a resposta livre, relativa ã condição inicial de deslocamento. 
III.2 - SISTEMA DE UM GRAU DE LIBERDADE 
Considerando d;(t') = dy(t')-+A, e usando 
(II.35), onde A = y(O), y(t) = O, tem-se: 
_ 1 
* T](Ut dy(C') = 2-_Ê;;Í7í 8 
1 1 COS(wÍC'°¢1) (C' Z Ú) 
1"Ul 
nf = w1(1-nÍ)1/2 (1II.1) 
“1 
¢1 = arctg --:~ 
(1 nl) 
III.2.l - _Metodo do decremento logaritmico 
Com o indice c indicando valor calculado e 




1 1 ._ ô = _ ln «¡-- (J-1,2,3,...) (III.2) 
J dy 1+j 
onde dç = A = d: (O) 
]_ C
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dçl _ (j=1,2,3...), ë a amplitude dos picos positivos +3 
seguintes. . 
j, É o numero de picos negativos, entre as amplitudes tomadas. 
.- O fator de amortecimento calculado e:
6 
n = ----- (III.3) 1›° z/ (zw›2+ô2 
Sendo At', o intervalo de tempo entre dä› e d;1+j, a frequência 
natural calculada ë: 
ml C = --2¶l-:--¶:¡í- (III.4) ' At'(l-n ) l,c 
para pequenos amortecimentos, Õ ë pequeno, e (III.3) e (III.4) 
ficam: 
' 2H 
wl C É 
É-Ii (11I.õ) 
9 Ati 
neste caso a amplitude tem variaçao linear com o periodo de os» 
cilação.
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a - Cãlculo dos Earãmetros (peguenos_amortecímentos, n1<0,05) 
mamos O nível de 
Considerando o caso a3, Sec. II.3.6, onde so- 













Ão decremento aleatõrío +A),(y(t)4D,(n14L05) 
Neste caso ë indiferente o uso das fõrmulas 




-J 1 2 3 mëdío 
n 0,00219 0,0o1óú 0,00139 o,00174 l,c" , W f 
(rd/à 
ml 299,199 299,199 . 299,199 299,199 ,c
A Tabela III.1 Parametros calculados para diferentes valores de 
pico (fõrmula para pequenos amortecímentos) 
b - Çãlcglo dos Parâmetros gaqorreešmentos maiores qpe QJOSÂ 
'Considerando o caso b.3, Seção II.3.6, onde 
E somado‹>nÍve1 de seleção A ã função, tem-se: 
ó'‹+'› 
| Vc 
A= 50 1' 
19,43 










~ Figura III.2 (Funçao decremenco aleatõrío +A), (yzts E 0),
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Neste caso os valores encontrados por (III.5) 
e (III.6), teriam menos consistência, pois tem-se pequenas não 
linearidades na variação da amplitude com o periodo de oscila~ 
ção. Usando (III.3) e (III.4) forma-se a tabela. 
I I I 
valor 
j l 2 3 z.. medio 
(rd / S) 
Q 288,813 287,338 300,249 292 l33 l,c ' I 
Tl1,¢ 0,148 Io,1o9 0,084 0,114 
Tabela III.2 - Parâmetros calculados para diferentes valores de 
pico (formula geral). 
Obs.: A consistência nos valores calculados para os parametros, 
(ml C e nl cšconstante para j=l,2,...) indicam um compri 1 › '- 
mento de registro confiavel para a funçao decremento alea 
tõrio. Sabendo-se que os parametros usados pelo sistemasi 
mulado foram, ml = 300 rd/s, nl = 0,001 para pequenos amor 
tecimentos e nl = 0.1 para amortecimentos maiores, VÊ-se 
que a diferença entre estes e os calculados diminuem com 
o aumento de j, podendo-se considerar como calculados os 
ultimos valores quando (j=3). No caso considerou-se os va 
.. lores medios. 
-A Tabela III.l e III.2 indicam um comprimento de registro 
de tres periodos de oscilação. No artigo de Cole |4| ele 
considerou quatro oscilações. Mais comentarios sobre os 
resultados serao feitos na seção III.3.
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IUL22-Metodo de largura de banda para o Ronto de meia potencia 
Considera-se D: (f) a transformada de Fou-
c 
ríer de (III.l), e seu modulo |D; (f)|.
c 
Para pequenos amortecimentos a frequencia natural calculada ë 
dada por: 
w1,c = 2wTfl pico (III.7) 
onde flpíco ë a frequencia de pico de |D;c(f)I, e o fator de 
amortecimento ë: 
f › - f . 
nl C = 
A fx = lmax_ lmln (III 8) 
' 2f 2f l,c l,c 
onde Aflë a largura de banda do sistema para os pontos de meia 
A ~ potencia, que sao dados por: 
7'‹ = i‹ =_]_ >'‹ ' |DyC(f1mãx)i lDyc(flmin)l ~Í¬' |Dyc(flp1co)| 
“a - Calculo dos parametros (pequenos amortecímento,n1<O,O5) 
O modulo da transformada de Fourier da fun- 
_ 




‹ ar I C 
Dyáfipico) 
,, 
Ôff f1m¿,-f1m«mzs,143 Hz 
Dyáf1p¡w›| /J
H 
lt. ¬.. zz _, r 0 
r *1Piw=4s,9 Hz f 
Figura III.3 Função decremento aleatõrío na freqüência 
(U1 < 0,05) 
Usando (III.7) e (III.8) umvse para os valg
À res dos parametros: 
w1,C = 294,681 rd/s 
n1,c = 0,0975 
Obs.:Comentãríos sobre os resultados serão feitos na seçã›III.3
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Obs.: A exatidão no calculo dos parametros para amortecimentos 
maiores que 0,05, fica comprometida, pois neste caso 
'w1,c # 2 nflpico 
III.2.3 - Metodo dos minimos quadrados
A Fazendo D1 = --É-T7? e al = -nlwl, (III.l) 
(1-nl) 
pode ser escrita como: 
* °°1“' * 
. . dy(t') = D1 e cos(w1t - ¢1) t _:O (III.9) 
Este ë um metodo iterativo que tem como ob- 
jetivo determinar as sucessivas correçoes necessarias para es 
timaçao dos parâmetros de (III.9). 
Ao contrario do mëtodo usual que utiliza o 
criterio dos minimos quadrados diretamente, este mëtodo resulta 
em um conjunto de equações lineares que tem soluçao analítica 
conhecida.
(III.9) pode ser escrita simbolicamente como: 
<1;= <1§;(c') = d;';(1;', D1, 0z1,<»¡*, ¢1) (111.1o) 
sendo d; (CL) (k = l,2,...,K) os K pontos dados, pode-se defi
c 
nir os residuos T(t¿) 
k Q 
COIDO 
= _ I réu) d§¿(z¿ nl, <>z1,w›Í, ¢1) ó;;c<zk› (III.11) 
(k = 1, 2, ..., K) 
Sendo dado os valores iniciais DIO, alo, 








onde AD1, Aal, Auf, A¢1 são 
Substituindo (III.12) em (III.11) e passan- 
do para o lado esquerdo da igualdade d: (té), pode-se escrever
c 
as equações residuais 
mão, ¢l0 para os parametros verdadeiros D1, al, wf, ¢1, estes 
+ AD1 
+ Aal (III.12) 
+ Awf 
+ A¢l 
as correçoes a serem determinadas.
I * I = p | r(tk) + dyc(tk) d;(ck,Dlo+AD1,alO+Ad1,wÍ0+AwÍ,¢10+A¢1) 
(11I.13) 
(k = 1, 2, . ., K) 
considerando d;(t¿,~D10+AD1,@10+Aq1,wÊo+AwÍ , ¢1O+A¢1) função 
de Dl, al, wí, ¢1, para um dado t' = tá, e sabendo que todas 
as derivadas parciais existem e são continuas na região 
0 < t' < 1, a expansão em sërie de Taylor em torno do ponto 
,. 
(Êo' %0' dñ' Êo) e* 
* ' 10' “1o' wio* ¢1o) * r(c¿)+d;c(c¿)=dy(ck, D 
Bd* Bd* 8d* 8d* w 
+zm1‹-1›o + A‹z1‹-X›° + âw›¿‹‹-X›° + A¢1<-X›° + 2 Rj 
3Dl ãal 1 3¢l J 1 _ gw* 
'= 
(k = 1, 2, ..., K) (III.l4) 
onde 
_ 1 3 3 3 3 j Rj' TT (AD1 ""+^“1 ""'*^“i . +^¢1 ) d§(tk'D1o'°1o'“Ío'¢1o) 0 J. BD1 äal ãwf 8¢l 
e o simbolo "o" significa que depois da diferenciação os valo- 
res numëricos das derivadas parciais são calculados para 
t' = ti' D1 = Dlo' “Í = mio' ¢1 = ¢1o' 
Como (AD1, Aal, Auf, A¢1) << l, e todas as derivadas parciais 




' Í = ` _ I Considerando Àl(tk) d;(t¿, DIO, alo, wío, ¢lo) dä(tk), e 
sabendo que Rj É O (Í = 2,3,...) (III.l¿) pode ser escrita co- 
E102 ` 
8d* Bd* Bd* Bd* 
r<c¿>=An1<-i›0 + A‹›z1‹-1) + A«›¡~‹ -X) + A¢1<-X) + À'‹c¿› 
anl aozl ° auf ° a¢l 1 
(k = 1,2,...,K) (III.15) 
4 ~ (III.l5) e um conjunto de K equaçoes resi- 
duais as quais são lineares para as correções AD1, Aul, Awä, 
A . ¢l 
Usando o criterio dos minimos quadrados tem~se:
K 
Z r2(t¿) = minimo k=l 
e serã satisfeito quando as derivadas parciais de primeira or- 
dem em relaçao a todas as incõgnitas, calculadas no ponto(DlO, 
alo, mão, ¢10), forem iguais a zero. ' 
Derivando parcialmente em relaçao a ADI tem 
-se 
K K ar2(.1:1l) _§_ 2 r2(t1'{) = 2 ---_-_=o (_I1I.1ó) 
azxnl 1<=1 1<=1 azlnl
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Substituindo (III.15) em (III.l6) fica-se com: 
K Sd* Bd* 8d* Bd* 8d*. (-Z) AD (-1) +A‹:× (--1) + A *(-X) + Adb (-Z) +A (.t') =0 21 3D1 o{ 1 anl o 1 Bal o wl 8 1 
o 1 
8¢1 o 1 k } kz wú . 
(III.l7) 
rearranjando tem~se: 
K só* K ad* K ad; ad* ° E (--X) Ã (C ' ) =AD Í (---^Y') 2+A0‹ É (--) (--X) + K=1 sul ° 1 k 1K=1 anl ° 1K=1 anl ° aal ° 
s (111.1s) 
K ad* ad* K ad* ad* 
+AwÍ 2 (-1)°(-1›+A¢l 2 (-1¿‹-1) K=1 anl awÍ° K=1 anl a¢1° 
Procedendo de forma anãloga para as outras 
correçoes, Aal, Awf, A¢1, forfia-se um conjunto de quatro equa~ 
çoes lineares com quatro incõgnitas. O valor numërico das cor-
~ reçoes pode ser obtido matricialmente, ou seja: 
Aš = E (I11.19) 
isto ë,determina-se o vetor 5 tal que (III.17) seja satisfeita 
AD1 
Aotl. 







Bd* aq; K gd* gd* 
_' 
2 (-1) (-1) (¬è-) ... 2 (_-1) <-1) k=l O k=]_ O O k_::l O O 
K ad* w ad K ad a 
2 ‹-1> ‹-1) Z <-1›2 -_! _-X O O O -. É < )o( )o ›k=1 Bãl BD] k=1 Gal k=1 ãal 3¢1 i A= i 
K ad* ad* K ad* aà* K ad* 
Z ‹-1›¿‹-1>o 2 <-1› <-1› ... 2 <-X›2 k=1 a¢l sul k=1 a¢1 ° aul ° k=1 ° 
Bd* K Bd* 
k=1‹;;1›0À1‹zk> kšl‹š;1>o[§;c‹zk›-ó;‹zk,D1O,... 
1 1 
K _aâ K só 
_h=_zkš1‹š;Í›°x1‹zk› = k§l‹š;Í›°[§;C<zk›-ó;<zk,n10,...,¢1O›] 
“Ez “Biz À ‹ ' * ' - * ', ,..., k§1<8¢1>o 1 ck) kâl<8¢1›o[}yc<zk› óy‹zk DIO ¢1O›] 







Como truncou-se asërie de Tay1orQ (III.14), 
as correções calculadas ADI, Aul, Auf, A¢1, tem valores aproxi 
mados, somando-as agora aos valores iniciais DIO, a10,w*10,¢10, 
tmwse novos valores iniciais, podendo-se repetir novamente o 
processo
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O processo ë repetido até que os valores 
incrementaís estejam suficientemente pequenos, por exemplo: 
zzza×<|An1/n10|,|ó@z1/oz1O|,|Awí‹/z»ÍO|,|A¢1/¢›1O|› 5 10'" ‹111.23› 
Para ter-se uma rãpida convergência ë neces 
sãrío que a estimaçao inicial do fator de amortecimento nl, e 
da frequência natural wl, estejam prõximos dos valores verda- 
deiros, porque os parãmetros em questao dependem destes.
58 
111.3 - c0MPAR¿§Ão ENTRE os REs0L1AD0s cALcuLA0os 0 os PARÂME- 
TROS DO SISTEMA í,_._.____.:_í.í-í 
a ~ Pequenos amortecimentos (nl < 0,05) 
Í 
SISTEMA METo0o a MÊToD0 b 
í
_ 
fwff* *can 1 06% 0 c*"(nUs 
nl 
7 
Íwl _” n1,c _w1,c n1,c fw1,c 
0,001 300 0,0017 299,199 0,0975 294,681 
Tabela III.3 
Obs.: Neste caso pode-se verificar que 0 fator de amortecimento 
calculado pelo metodo "a" ë ímpreciso, (erroZ=74Z), e pe- 
lo metodo "b" ë muito inconsistente. Para as freqüências 
encontra-se bons resultados, o método "a" indica um erroZ 
de 0,32 e o metodo "b" 1,72.
H 
b - Amortecímentos maiores que 0,05 






“1 “1 b “1,¢V ,“1,¢ “1,¢í ,“1,¢ 
0,1 300 0,114 292,13 -- - 
Tabela III.ú
59 
0bs¿:Neste caso o metodo "a" apresenta um resultado razoãvel para‹›fator de 
amortecimento, (erro Z = 14%), e a freqüência encontrada É boa, (erro 
Z = g,7Z). O metodo "b" não pode ser aplicado. Não foi estabelecido um 
criterio para o erro percentual mas os valores acima dao uma boa ideia 
das precisoes alcançadas. 
-Devido a limitações computacionais usou-se sõ 64 pontos para a. função 
decremento aleatõrio, o que prejudicou o calculo dos parametros. Para 
maiores detalhes ver apêndice E. Os espectros da excitação serao dados 
no apendice F. 
-Usando-se um maior numero de pontos, ou considerando-se outros exem- 
plos de sistemas teriam-se algumas modificações nas conclusÕes,massem 
pre ocorreriam casos onde a determinação dos parametros É bastante im- 
precisa. Não foram feitos calculos dos parametros usando-se o metodo 
dos minimos quadrados mas este seria uma boa soluçao pois apresenta em 
qualquer dos casos resultados consistentes, |5|. 
111.4 - SISTEMA DE DOIS GRAUS DE LIBERDADE (PUMENOSAMORTEC1MEN- 
TOS) 
considerando dg (z')| = dq (z')| + A, e 
1 2=2 1 2=2 
usando (II.63), onde: 
2 . 2 . 
A = = q1(C) = = O, CGIDPSGZ 
h 
A ~n w t' * l l 1 dq1(“')| = “-Tm e °°S<*°Íf' ' *W * 
_ (1-n ) 2-2 1 
A -n w t' 2 2 2 - + ----- e cøs(w*z' - ¢ ) ‹111.24› (1-n2›1/2 2 2
2 
*__ 21/2 *_ 21/2 wl - (l-nl) m2 - (1-D2) 
T1 TI l 2 
¢ = arctg ----~ ¢ = arctg---_-- l 2 (1-nÍ)1/2 (1-nÊ)1/2 
Sendo 
_ (1) _ (2) A1 - bl ¢l(o) e A2 bl ¢2(o) 
Obs.:Para ter-se desacoplamento entre as equaçoes diferenciais 
do movimento, considera-se sempre pequenos amortecimentos, 
(nl e nz < 0,05).
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II1.4.1- Mëtodo do decrcmento_1QgarÍtmico
~ Sabe-se que este metodo pressupoe um de- 
crescimento exponencial para ter-se possibilidade de calcular 
os parâmetros. Se o sistema tiver vãrios graus de liberdade, 
fimorrermnrfio línearidades introduzidas pelo fenomeno de batimen
A to, comprometendo a consistencia dos parâmetros ca1culados,oque 
torna o mëtodo inviãvel.
4 Se o sistema e de dois graus de liberdade e 
contêm frequências um pouco proximas, Qçorrerä um f0rte fenö 
meno de batimento, figura III.5, evidenciando a inviabilidade 
do mëtodo. 
Considerando o caso a3, Seção II.4.3, onde 
É somado o nivel de seleçao A E função tem-se: 
ú H) 






0 i F5 
' S iobsas 'f'
u
u 
Figura III.5 Função decremento aleatõrio +A), (Q§t5=0). (fig 
quëncias proximas).
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Mas se as freqflëncias forem muito afastadag 
a funçao se assemelha ã do sistema de um grau de liberdade. Nes 
._ A te caso, por interesse didatico, pode~se calcular os parame- 
tros. 
fiendo nl2,c e wl2,c os parâmetros calculadog 
pode-se Ver pela Tabela III.5, que estes se aproximam dos parâ- 
metros referentes ao segundo mõdo, n2 e wz. 
Considerando o caso b3, seção II.4.3, onde 
soma-se o nivel de seleçao A 5 funçao tem~se: 









Ji , . ._ 




Figura III.6 - (Funçao decremento aleatõrío +A), (q(C) ~ 0)› 
(Freqüências afastadas).
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a“a1°83m9flC€ B (ÍÍÍ-5) e (III.6) tem-se: 
zi.
CÚ 12' zn 
(III.25) 
w ; 2Hj l2,c , At 
de pode-se formar a tabela: 
_ Valor 
3 1 2 Medio 
Tllz C 0,03óó 0,0439 0,0402 
(rd/s) w 202ó,a34 1994,óó2 2o10,74a l2,c 
`Tabela III.5 - Parâmetros calculados para diferentes valores de
A pico (freqüencias afastadas). 
Obs.: Neste caso tambem foram considerados os valores medios. 
Comentarios sobre os resultados serao feitos na seção III.5. 
IIL4.?-Metodo de largura de bauda para o ponto de meia Potencia 
Sendo D* (f) a transformada de Fourier 
ql,c Z=2 
de (III.24), e o seu modulo D* (f) , tem-se: 
ql,c 
1 2 
0* (f) = D* (f) + 0% (f) (111.zõ› 
|q1.‹= |¿=2 'qm Il 'qm I2 ^
~ .- Onde D* (f) e D* (f) 530 os modulos da transformada de q 1 q 2 l,C 1,C
` Fourier dos termos a direita da igualdade de (lll.24). 
Analogamente a um grau de liberdade as fre-
A quencias naturais calculadas, considerando pequenos amorteci- 
mentos, sao: 
=2U . wl,c flpico 
(III.27) 
U)2,C = 
e os fatores de amortecimentos sao dados por: 
flmãx Ú f lminu A fl_Ú 1,6 Zfl c 2 fl c , , 
(III.28) 
n = 
f2mãx f Zmin _ A E2 
2 c
i 
' 2f2,C 2 f2,c 
A as b.l - Calculo dos paramerrosflífreqüencias proximas) 
O modulo da transformada de Fourier da fun- 








lDq`f:'|p|CO) f1"`¿I×-fwnin: Hz 
,.___2 _. ¬ 
(23 tnàfural)
I 
0 l_, +,p¡¿§zóó,9Hz ‹11f.n@mrâL› f 
Figura III.7 Função decremento aleatõrio na frequência (fre
A quencías proximas). 
Na Figura III.7 observa-se que para o segun 
do modo, ë impossível obter os parfimecros calculados. Usando 
(III.27) e (IT1.28) para o primeiro modo obtem-se: 
n = 0,1316 1,c 
n2,c _ 
w = 294,681 rd/s 1,c 
'”2,¢ = "" 
À A b.2 - Qalcuro dos garametro$HÇfregUançiasÍafaspadas) 
O mõdulo da transformada de Fourier da fun- 
ção dada pela Figura III.6 Ê:
ro modo, É impossível obter os parametros calculados Usando 
(III.27) e (III.28) para o segundo modo obtem+se 
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Figura 111.8 Função decremento aleatõrlo fre Êncla (fre-
A 
"""fz¡;¡¿Q=31zHz (2 2 tnafural) 
qüencias afastadas) 








IIL43-Metodo dos minimos quadrados 
A A 1 2 Fazendo D = D = e 
1` <1_nÍ)172' 2 (1_nÊ)1Í2 
al = -nlwl, az = -nzwz (III.24) pode ser escrita como: 
alt' azc' 
d*(t') =D e cos(w*t'-¢ )+D e cos(w*t' - ¢ )(III.29) q ¿=2 1 1 1 2 2 2-1 
t' > O 
Sendo os valores iniciais D10,a10,...,¢20, 
as correções a serem determinadas AD1, Aal,..., A¢2, e os k 
pontos dados d* (té) (k = l,2,...,K). 
¶,c Z=2 







Analogamente ã um grau de liberdade, forma- 
~ z ó × ø *se um conjunto de oito equaçoes lineares com oito incognitas. 
O valor numérico das correções podem ser obtidos matricialmen- 
te, ou seja: 
C E = É (III.30)
C: 1<§1<_';:__)<*š5:.>°1<§1<__-2;›É_í)“š_. 
. . ` 
.1‹Ê1<*š;›:í)°K_š1ší>° 
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E = . (III.3l) 
A¢2 














1<-1 anl 1<-1 sol sal k-1 anl a¢2 
ad* ad* ad* ad* ad* 
q1£=2 q1¿=2 1‹ (14 'Y 
O
O 
ad* ad* ad* sd* 
' 
aa* 
1‹'~q£=2 °1£=2 tz q1¿=2 'Q1 fiz qlzz 2 







ql 1-2 * ----- Ã (t') ______;L_ d (t') -d* (t' D ...,¢ )` 
ad* 
É Q 
ql 2=2) 2 
1-2 ú * d=" ---- À (t') = -í-Í~ d (U). -d (c' D ¢ )\ - , 2 k _ _ ' ' 20 
, 
K=1 äal 'o k=l aal 0 qi,c k £=2 qi 
k, lo 2=2 ` 
ad* . ›'‹ 
K ql K adq1
' 
z<__ã__5Ê=_2) ¡2(z1l) 2 ___L2 IÍ1* (z1l)` -hd* (clf<,D10,...,¢20)l k=1 ¢2 0 V 1<=1 3% 0 Lq1,‹z zzz ql zzz 
(III.33) 
- Da mesma forma somwfle as correções calculâ 
das AD1, Aal, ..., A¢2, aos valores iniciais D10,u10,...,¢20 e 
repete-se o processo até que os valores incxementais estejam 
suficientemente pequenos, por exemplo: 
ma›<(lL\D /D |, |Aoz /oz |,. ., |A¢ /¢› i) _<_ 
`¿* <111.34) 
1 10 1 10 2 2o 10
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III.5 -COMPARAÇÃO ENTRE OS RESULTADOS CALCULADOS E OS PARÂMETROS 
DO SISTEMA
A a - Freqflencias Frõximas 
nl wird/s) nz wšrd/s)
Í 
s1sTEMA flz ~ 
0,001 300 0,04 400
I , _ 0 o 
Parâmetros 
n M n › w Calculados l,c l,c 2,c 2,c
‹ 
Metodo a - - - - 
Mëzodo b 0,1316 294,681 - - 
Tabela 111.6. 
0bS.: Da Tabela 111.6 observa-se que o unico resultado mais con-
A sistente É dado pela freqflencia natural do primeiro modo 
calculada pelo metodo de largura de banda.(€rr0 Z = 1,7%)- 
No caso do fator de amortecimento o resultado foi muito im 
, ~ Preciso. Nao foi possivel calcular os“outros va1ores.Ã^ 'É 
b - Freqüencias Afastadas 
nl w§rdYs) 1 nz wšrd/s) 
SISTEMA " 




Calculados n2,c w2,c “1,o “1,o 
Metodo a - - 0,0402 20l0,748 
Método b - - 0,1465 l960,354 
Obs .: Da 
Tabela 111.7. 
Tabela 111.7 observa-se que: 
1. Com 0 USO do decrementg 10g8.rÍtII1O ÍOÍ POSSÍVGI uma dg 
~ A terminaçao boa dos parametros do segundo modo, por este 
ser neste caso particular, um modo muito dominante.0 er 
ro percentual tanto para o fator de amortecimento como 
és para a freqflencia foi de 0,5%.
S 
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z 2. O uso do metodo de largura de banda permitiu umaboa de- 
~ A terminaçao da freqüencia natural do segundo modo (erro 
Z = 2%). No caso do fator de amortecimento o resultado 
foi bastante impreciso (erro Z = 2752). Não foi estabe- 
lecido um criterio para o erro percentual mas os valo- 
~ _ ,. ~ res acima dao uma boa ideia das precisoes alcançadas. 
O calculo dos parametros ficou prejudicado pelos pmpmnos in 
tervalos de amostragem no tempo e pequeno numero de pontos 
considerados para a função decremento aleaturio, o que re- 
sultou em grandes intervalos na freqüência.Oqueescmmeuiuaca 
so das freqüências prêximas a freqüência natural do 29 modo, 
e no caso das freqüências afastadas a freqüência natural do 
19 modo. Para maiores detalhes ver apêndice E. Os espectros 
~ ~ A da excitaçao serao dados no apendice F. 
O fato de aumentar-se o intervalo de amostragem no tempo po 
de reduzir perigosamente o numero de pontos por periodo da 
da funçao decremento e o aumento do numero de pontos não E 
4 
| 0 1 "' o n possivel no momento devido a limitaçoes computacionais. Mas 
mesmo se assim fosse feito ou se fossem considerados outros 
exemplos de sistemas, teriam-se casos onde seria impossivel 
ou bastante imprecisa a determinação dos parametros. 
Um critêrio que pode ser usado para encontrar-se as freqüêg 
cias naturais dos modos seria:
f 
fz - fl > í~l + 35% 2 2 
onde fl e fz são respectivamente as freqüências naturais do 
19 e 29 modo, e Afl e Afz são respectivamente a largura de 
banda para o ponto de meia potência do 19 e 29 modo. Mmsmeâ 
mo numa situaçao favorãvel como essa a consistência na de- 
terminação dos fatores de amortecimento ficaria comprometi- 
da, e alêm disso a escolha do numero de pontos e o periodo 
de amostragem no tempo conthnmrímn sendo importantes.
1
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Obs.:0 calculo dos parametros usando o metodo dos minimos quadra 
dos não foi feito, mas este seria uma boa soluçao pois 
apresenta em ual uer situa ao resultados consistentes 5 . q Q Ç 
III.6 CONCLUSAO 
Com o desenvolvimento do capitulo verificou- 
-se que mesmo com o uso da funçao decremento aleatõrio, o mëtodo
4 do decremento logaritmico e o metodo de largura de banda apresen 
` ~ A tam problemas quanto a determinaçao dos parametros do sistema. 
Inicialmente tem-se um problema no uso do mš 
todo de largura de banda quando considera-se grandes amortecimen 
tos, pois neste caso a freqüência de pico É diferente da freqüen 
cia natural. 
Mas o problema principal surge quando consi- 
dera-se um sistema com varios graus de liberdade. Neste caso, o 
.- 4 . ~ , ~ metodo do decremento logaritmico nao pode ser aplicado, anao ser 
em casos extremos onde existe um modo muito dominante. 
Considerando-se ainda, que o sistema tem mo- 
dos que ocorrem proximos da mesma freqüência natural o mëtodo de 
largura de banda se apresenta inconsistente quanto ao cãlculodos 
fatores de amortecimento. 
Este metodo apresenta ainda problemas de im- 
precisão quando do uso de um numero reduzido de pontos.`
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Felizmente os problemas na determinação dos 
parametros podem ser solucionados, porque o uso da função decre- 
mento aleatõrio permite a utilização do metodo dos minimos qumhê 
dos. Este metodo calcula de forma consistente os parâmetros, mes 
mo quando os modos tem freqüências proximas.
CAPÍTULO IV 
DETEcçÃ0 DE FALHAS 
Iv.1 - 1NTRoDugÃo 
Foi visto na capitulo II que, considerando- 
-se um determinado numero de trechos retirados N, e sendo o pro 
cesso ergõdico onde anula-se a mëdia temporal da resposta dosis 
tema, a funçao decremento aleatörio oscilarã em torno do nivel 
de seleçao A, sendo A a condiçao inicial de deslocamento do sis 
tema. 
Se agora, para o mesmo ponto do sistema, man 
tem-se o mesmo nivel de seleçao A, anterior, e varia-se a exci- 
~ ~ taçao aleatõria, a forma e a escala da funçao decremento aleatõ 
rio não se alteram bastando para isso estabelecer-se um novo nu 
mero de trechos retirados N. Isto ocorre mesmo quando a amplitu 
de nao tem variaçao linear com o periodo de oscilaçao, como no 
caso de sistemas com dois graus de liberdade. 
Considerando o fato anterior, a funçao decre 
mento aleatõrío encontrada quando tinha-se a primeiraexcitação, 
~ ~ ~ pode ser usada para obter-se uma regiao padrao para a deuçaode 
falhas. 
A situaçao de falha apresentada ë dada por
~ uma variaçao brusca dos parâmetros do sistema.
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Serao utilizados como exemplos, sistemas de um grau 
de liberdade com pequenos amortecimentos, e de dois graus de li 
berdade com pequenos amortecimentos e freqüências proximas. 
_ As excitaçoes dos sistemas são ruidos colori 
dos de xnedíúa nar) nizla. Serão anuladas a media das respostas, o que cor~ 
responde as situações apresentadas no caso a3 seção-II.3.6 para 
um grau de liberdade e no caso a3 seçao II.4.3 para dois graus 
de liberdade. 
O estudo sobre detecção de falhas deve ser 
~ . ~ ,. ' mais desenvolvido, podendo-se entao observar situaçoes praticas 
tais como: variações no tempo da funçao decremento aleatõríü 
quando desenvolvem-se na estrutura falhas causadas por fadiga. 
IV.2 - SISTEMA DE UM GRAU DE LIBERDADEf(PEQUENQS AMORTECIMENTOS) 
IV.Z1fEstímativa da regiao padrao para a funç§p_ decremento aleaf 
-¬ torio 
Sabe-se que, devido as condiç5es iniciais, a 
'funçao decremento aleatõrio É uma estimação-do valor mëdü>es 
tatistico de um processo aleatõrio não estacionario menos o ni- 
vel de seleçao A, assim reescrevendo (II.23) tem-se: 
ày(z') = E[yn(z') - A] (z' > o) (n = 1,2,...,N›
ou
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dy(c') = E[yn(›;')]-A (c' z 0) (n=1,2,...,N) (Iv.1)
4 onde o valor medio do processo pode ser dado por: 
00 
¡¿y‹z'› = E[yn‹z'›} = 
Í p<yn‹z'>›yn<z'›óyn <z' z o› <1v.2> 
'-00 
(n =1,2,...,N) 
Send° Yn(C') 6 P(Yn(t')) (n =1,2,...,N) respectivamente a fun- 
çao amostra e a funçao densidade da probabilidade do processo 
não estacíonärio. ' 
A variância do processo É: 
2 v __ 1 _ 1 2 V oy(1:) - E[<(yn(t )-A) dy(t ))iI (fz > 0) (IV.3) 
fn =1,2,...,N) 
ou substituindo (IV.l) e (IV.2) em (IV.3) tem-se: 
õ§<z'› = E[(yn‹‹z'> -,«y<pz'›)¶ <z' z 0) <1v.‹›› 
(n =1,2,...,N) 
(IV.4), pode ser escrita ainda como: 




2 00 00 
0š,(t') = 
J p(yn(t'))yã(c')dyn -1>(yn(t'))yn(t')dyn (IV.6) 
(t' > 0) 
(n =1,2,...,N) 
e o desvio padrao do processo É: 
1/2 
oy(t') = |:E|:Yâ(t'):l -/,(š(t'):| (t' > 0) (IV-7) 
i 
(n =1,2,...,N) 
Sendo N o nfimero de funções amostra, e/(y(t¿) G<=1,2,“.,K)
c ~ as k medias amostrais estimadas, os k desvios padroes da amos 
tra sao estimados por: . 
. 1 
N 2 . 2 . 1” . oyC(tk) - [lí nil yn(ck) -¡‹(yc(tk)] (ck > 0) (IV.8) 
(k =l,2,...,K) 
(n.=1,2,...,N) 
~ .-.. ~ 4 sendo N 230 a regiao padrao para a estimaçao da media do proce_s¿ 
so¡Uy(t1'<) (k =l,2,...,K) É dada por, |9|:
c 
/¿yc(c1'<) ip oyC(c1'<) (c1'<> O) (k =1,2,...,K) (IV.9) 
e da mesma forma a região padrao para estimação da funçao decre-
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mento aleatõrio dy (CL) (k = l,2,...,K), ë:
c 
dyc(r¡'<):p oycuzll) (z1;>0) (1<=1,2¿...,1<) (1v.1o) 
onde dy (tL) (k =l,2,...,K), são as k amplitudes calculadas da
c 
funçao decremento aleatõrio quando se tem N elementos amos-
4 trais e "p" e um valor constante positivo que depende do nivel 
confiança desejado. Se ocorrer situaçoes onde N <30, a aproxima 
ção ë insuficiente cmvemkrse usar a teoria das pequenas mmwtras 
|9|. No caso o algoritmo indicou que para ter›Se bons resulta- 
dos, N >> 30, podendo~se usar (IV.9) e (IV.lO). 
Considerando-se um nivel de confiança de 
80%, C€m“S@ p = 1,28, e (IV.lO) fica: 
à (z' :1,2s fz' '>o 1<=1 2 K 1v.11 ye k) Uyc( k) (tk ) ( › › › ) ( ) 
IV.2.2 - Utilização da regiao padrao 
a - Variaçao na excitaçao 
Para uma nova excitação e mantendo os parame 
tros do sistema, sera calculada uma nova funçao decremento alea 
tõrio. 
Os valores escolhidos são dados na seção
78 
II.3.6-a, onde N foi modificado a tmäx assume novo valor, assim: 
A = 300 
°°1= 300 rd/S 
N = 800 
c¿¿x = 0,063 S 
fl1= 0,001 
c - = 9,025 S max 
T = 0,001 s 
ó ‹+'›Ê
¡ 
. . Í V ~¢ ff, Wu
. 










Figura IV.l - Função decremenco aleatõrío, variaçgó. .na..exc-.1'.taçao, 
sistema de 19 C.L.
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~ ,_ b - Variaçao na freqüencía
~ Para a mesma excítaçao anterior varia-se a 
freqüência natural e calcula-se uma nova funçao decremento alea 
tõrio. 
~ ~ Os valores escolhidos sao dados na seçao 
II.3.6 - a, onde ml e N foram modificados e tmãx assume novo va 
lor, assim: 
A = 300 
ml = 700 rd/s 
N = 500 
t'~ = 0,063 s IUaX 
nl = 0,001 
t z = 25,840 s max 
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Fig. IV.2 - Função decremento aleatõrio, variação na frequência 
natural, sistema de 19 G.L. 
c - Verificaçao dos resultados 
A regiao padrao ë dada por (IV.l1) Oflde 
dyc(t'k) (k=l,2,.....,K) ë a função decremento aleatõrio calcu- 
lada quando tinha-se a excitação inicial, considerada agora como 
valor mëdio padrao, caso a3 seção II.3.6: - '
Usando (IV.11) e os resultados an- 
teriores forma-se a tabela: 
, _ 
U0*/ã GXU1- excitinicial 
excifacão uniçial - Fegnao padrão Pafdmefios variação 










0,000 0,0 0,0 0,0 0,0 
'0,001 _8,B 229,7 285,2 
0,0 0,0
I -302,8 -7,8 -88,2 
0,002 -39,1, 488,8 558,4 -636,6 -35,7 -239,9 
0,003 -92,4 880,7 778,9 -983,7 -87,2 -415,2 
0,004 -184,1 838,9 909,7 -1035,4 -157 ,6 -549,8 
'0,005 -247,7 925,2 938,8 -1431,9 -240 ,1 -574,5 
70,008 -335,9 931,3 858,2 -1527,9 -327,5 -488,2 
0,007 -420,7 858,9 878,1 -1517,5 -411,9 -269,5 
70,008 -494,7 709,8 413,8 -1403,2 -488 ,O -87,1 
0,009 -551,3 508,1 98,5 -1199,1 -543,2 _]:;8 _ 
0,010 -584,7 278,9 -227,7 -941,7` -577,9 -72,0* 
0,011 ~592,1 173,8 -369,6 -814,8 -587,3 -244,7* 
0,012 -573,3 358,9 fl13,9 -1032,7 -571,2 -417,4 
0,013 -529,9 582,2 215,3 -1275,1 -530,9 -549,1_ 
90,014 -485,8 788,3 515,1 -1448,7 .-489,8 -572,17 
Õ,015 -386,7 887,2 748,9 -1522,3 -393,4 -483,7 
0,018 -299,9 932,4 893,8 -1493,4 -308,5 -288,7V 
0,017 -218,1 897,5 935,7 -136l,9 -222,6 -69,5 
0,018 -134,1 788,2 872,2 ~1140,4 -143,5 -8,5 
0,019 -69,71 810,4 711,8 -851,0 -78,1 -77,5, 
0,020 -25,8 392,8 478,9 -528,6 -32 ,4 -248,3 
0,021 -4,1 197,9 249,2 -257,4 -10 ,3 -417,23 
0,022 -11,9 258,5 318,9 ¡342,8 -13 ,4 -548,2* 
0,023 -42,5 478,3 -852,2 -41 ,__3_ 
0,024 -95,9 880,4 77 0 -966,8 -91 19 -480,0, 
_0,025 flÕ7,4 832,5 898,2 
0,028 F250,4 914,9 920,7 
587,2 
5,,_ 
;1233,0 -160 t7 -Zfil+2_ 
-1421,5 .-241 ,2 -71,7_ 
0,027 f337,6 919,5 839,4 -1514,8 ~328 ,4 -11,2, 
10,028 |-421,2 84â+D 
Tabela IV.l - Verificação dos res 
6.6.1¬l¬_J__í0A¬.1 ~ _ -408 ,6 -8¿52 
ltados - sistema de 19 G. L.
*R 
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"}Í\0va excif. Fexcñ. iniciall 
Excifacão inicial - F @9¡ã0 Padrão ¡P<1fâ¡`fi€1|'05 var¡dÇã0 








, 1 1 
' 
| Í 
7, QC 4 z , z Vá 4 óy¿+k› 
zê4ê,é__â9é,9___10012__â11âz,41__zâ3õ,õ -41811 
zâ90,5__29õ,8 -200,6 -9õQ_âi__~ã293â__:595›5 _ 
-294,5 920,7 883,9 -1472,9 
.__m.__ ' . K ' _.k__¬ 
LQ3£Eëí_T:é2â3É_1lQ23J_m_AQ§,9_”íll2â31_~_;í§23lJ_;l§23lL_ 
. 
, 34 [-523,4 587,5 228,6 i-1275,4§ ___~-__-_... _ .___, _ 
, _,_____ _ _______
Í 
0,035 ¿-459,3 763,4 517,9 -1436,5 -í----›~ -__ -1 -__ . __,_ _ ____,_ ______›____ ,_____________, _, _ _ ,_,____ , ___ 
Í
_ 
0,036 E-380,6 878,8 744,3 -1505,5 
Q. 
1286<m>128OWW> 
0,032 ¡-586,7 212,9 -314,2 1 -859,21 -579,2 -565,5 
0,033 -567,2 377,4 ~84,l -1050,31 -563,2 -458,1 
0 0 
RT 










208,7 885,0 924,1 -1341,5I -221,6 -256,9 
0,039 -130,8 775,4 661,7 -1123,3¡ -144,0 -420,7 







P ._ _- _.__._._.___.._......--. .__.«..._-._._...-_ 
482,7 -532,3 -35,3 
80,0 -545,7 
-564,1* 
-13,9 278,9 -291,21 -456,4* 




347,8 -372,6 -16,9 -266,1 
576,9 -663,9 -44,4 
,0;045 E 97,3 679,9 
-76,4 
772,9 -967,6 -94,3 -20,4 
0,046 169,0 825,9 ,888:2w,¿1226,2 '-161,7 -93,5 
0,047 'š§1›9 9°4zÊ2__9°§33“,:l^°9›8: 2-240,7 -261,3 
0,048 -3 3 8,6 907,8 
°›°^9 í;íÊl›Ê- _8__3 5 .'_Í'..__.._ÊÍ°_§_z_9_____.`_1 A 9 O › 6 1 
050 ¿-492,7 695,7 397,8 -1383,2 
823,4 -1500,6L -324,1 -422,6 
-404,6 -545,3 
-475,1 ~561,8 
~529,3 è454,0 0,051 1-546,5 507,2 
I 
102,7 -1195,7 
›0,052 1-577,4 311,5 -178,7 -976,1 -562,1 -265,1, 
0,053 :~582,7 241,9 -~+ -273,1 -892,3 -570,4 -78,39 
0,054 2-562,4 392,7m. -59,7 -1065,1 
0,055 .-518,2 591,9 
, 
239,4 -1275,8 ___________¡____“________________T________“ _ ___ ___m 












0,057 i¿375,7 871,1Í1 739,3 q-1490,7 -382, 
.0,058 _¡290,4 91 1 1 ,874,8 ,j 455,6 -30 24__z -544 
4__í_ 
_2¿2§Ê_;Í2°Ê›§__§1Êâ_ 












302,9 -318 51 -18,7 -28,9, 1_____.____.___ _ ,,_,___í _,___ ___z__ _ 2_ _ 
Tabela IV.1 - Verificação dos resultados-sistema de 19 G.L.(contínuaç§o) 
\O® 
_912,9 1-1244_1___:â1â3 
,aõlzfi z-119â1â__ â14â,5 






..___ ___ __ _ _ __.__.L __--.
J
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Obs: Os valores assinalados com asterisco estão fora da re- 
giao padrão. 
Da tabela IV.1, conclui-se que a mudança sig- 
nificativa na funçao decremento aleatõrio ocorre quando os parãme 
tros do sistema se modificam, e não quando a excitação varia. Isto 
possibilita a detecção de modificações no sistema, (falhas), indepen 
dentemente das variações na excitação aleatõria.
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IV.3 - SISTEMA DE DOIS GRAUS DE LIBERDADE (PEQUENOS AMORTECIMEN 
Ios - FREQUÊNc;As PRõx1M¿s) 
IV.3JfEstimatiya da região padrão Para a funcao decremenm›a1ea 
4 , COI`1.0 
Analogamente a um grau de liberdade e sendo 
Z = 2, de (II.49) vemos que a função decremento aleatorío É 
dada por: 
óq<z')| =E[q(¿f>(z')' -A1 uz' >o› 
1 £=2 z=2 
(n =1,2,...,N) 
OU 
dq <‹z')| = EF§“)<z')' 1-A (z' z o) <1v.12› 
1 2 2 `1 2 2 
(n =1,2,...,N) 
Sendo tambem neste caso N >> 30, analogamen- 
te_a (IV.10) a região padrão para estimação da função decre- 
mento aleatorío dq(t¿)| (k =1,2,...,K) ë: 
1 2 2 
1,c 
.<1q1<z;<)Í :põq (tp, (tl: z 0) (1v.13) 
2 2 z 2 
(k =1,2,...,K) 
Usando neste caso um nível de confiança
de 68,272, p = 1, e (IV.l3) fica 
óq1,c(z1'{›|/2 2¢õq (z1'<)|£ 2 ‹z1'{;o) (1v.1ú) = l,c = 
IV.3.2 -Utilização da regiao padrao 
a -Variação na excitação 
Para uma nova excitaçao e mmmenmrse osparame 
tros do sistema, calcula-se uma nova funçao decremento alea- 
tõrio. 
Os valores escolhidos sao dados na seçao 


























1* 1=2 0,0635 
o\ * 'f' 
Ú f\ 
'/ 
- A=-1.00 --f.--J,-- ----_-¡. -J,_.........-
f 
U) V 
Figura IV.3 - Função decremento aleatõrio variação na excitação, siste- 
ma de 29 G.L. 
b - Variação nas freqüências 
Para a mesma excitaçao anterior varia-se as 
freqüências e calcula-se uma nova função decremento aleatõ 
rio.
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Os valores escolhidos são dados na seção 
II.4.3-a, onde wl, m7 foram modificados e tmâx assume novo 
valor, assim: 
A = 400 
ml =6OO rd/s 
wz = 700 rd/s 
N = 700 
z'- = 0,063 S max 
01 = 0,001 
nz = 0,04 
c - = 28,852 S max 




_,i__, . . 




Â É Ê W
Í 





FiguraIV.4 - Função decremento aleatõrio, variação nas freqUën~ 
cias, sistema de 2? G.L. `
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c - Verificação dos resultados 
Analogamente a regiao padrãoë dmk1por(UL14) 
d d (t') (k on e q k 
= 1,2,,,,,K) É a funçao decremento alga 
1,c K=2 
torío calculada quando tinha-se a excitação inicial, sendo ago 
ra considerada como valor medio padrao.
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[mando UN.14) e os resultados anteriores forma 
-se a tabela: 
4N0VAS EXCIT. EXCIT. INICIAIS Exc1TAÇõEs 1N1c1A1s - REGIÃO PADRÃO PARÃMETRos VARIAÇÃO au 
IGUAIS ml E M2 
t C c' ú ( ')| ó ( ')l k k k 
d ‹t.) O (t.) q1,¢ £=2 q1,¢. £=2 d (t,) d (t.) R k k k q1,¢ £=2 q1,¢ £=2 ,O (t.¡¡ _0 (t.), q1,z £=2 q1,¢ ¿=2 
q k = q k = Í 1,c 'Z 2 1,c il 2 
0,000 ` 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
0,001 ~12,5 472,8 -485,3 -10,2 -50,4 460,3 
0,002 -59,6 927,8 868,2 -986,7 -48,7 -203,5 
0,003 -142,8 l302,6 l159,8 -l44S,4 -120,8 -421,9 
0,004 -251,7 l540,5 1288,9 -1792,1 -219,1 -624,6 
0,005 -373,1 16l7,3 1244,2 -2020,4 -333,8 -738,9 
0,006 -492,8 1531.9 l039,l -2024,7 -452,0 -726,9 
0,007 -598,5 1307,2 708,7 -1905,7 -559,5 -597,1 
0,008 -679,8 995,8 -1615.6 -642,9 
Ç 
-399,3 316,0 
0,009 -729,0 705,2 -23,8 -1434,2 -692,5 ` -205,4 
0,010 -743,0 637,8 -105,2 -1380.8 -703,3 -83,6* 
o,o11` -722,8 sâs,1 -1570,9 -676,3 -74,7 125,3 
0,012 -672,2 1125,2 -1797,4 -618,3 -178,1 453,0 
0,013 -597,4 1341,1 -1938,5 -539,6 -353,3 743,7 
0,014 -507,0 1451,9 944,9 -1958,9 ¬450,6 -536,7 
0,015 -410,9 1451,1 1040,2 -1862,0 -361,6 -665,4 
0,016 -318,5 1354,9 1036,4 -1673,4 -281,1 -697,9 
0,017 -237,2 1197,3 -1434,5 -215,7 -626,5 960,1 
0,018 -173,9 1029.4 855,5 -l203,3 -169,8 ~479,2 
0,019 -135,0 916,0 781,0 -1051,0 -145,2 -307,9 
0,020 -123,7 909,2 385,5 -l032,9 -142,2 -170,5 
0,021 -139,6 ` 997,7 858,1 11137,3 -159,3 -111,3 
0,022 -179,0 1123,2 944,2 -1302,2 -192,6 
` 
~148,3 
0,023 -235,3 l234,l 998,8 -l469,4 -237,2 -266,4
\ 
0,025 -367,0 
0,024` -300,2 130l,9 1001,? -1602,1 -288,8 -424,9 
1317,4 950,4 -1õsú,4 -342,9 ` -570,6 
0,026 -429,1 1286,6 857,5 -1715,7 -395,5 -655,3 
o,o27` -482,9 122s,4 742,5 -1708,3 -442,5 -651,9 
0,028 -527,9 1153,7 625,8 -1681,6 -481,4 -562,0 
Tabela IV.2 - Verificaçao de resultados - sistema de 29 G. L.
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NOVAS EXCIT. EXCIT. INICIAIS 
EXCITAÇÕES INICIAIS - REGIÃO PADRÃO PARÂMETROS VARIAÇÃO EM 
_ 
1cuA1s wl E wz 
:I d (tl) d (tl) . 
E C C C 
1,C =2 - t 1,C 
k 
à ‹'› <› ‹'› ql» k `¿=2 ql.: k |¿=2 4 ‹'› ó ‹'› q k I›Ê=2 q1,C k +g 0 ( q1,C k \.Ê=2 q k ¡£I2 
q1,c Z=2 q1,c Z-2 
0,029 -563,4 1092,3 528,9 -1ó55,7 -51o,s -a15,a 
0,030 -589,5 1o5e,9 469,4 -1648,4 -530,3 -261,3 
o,o31 ¿605,6 1060,6 455,0 -1666,2 -540,9 -151,1 
o,o32 -610,1 1o9o,a -480,3 -1700,5 -543,6 -121,8 
o,o33 -600,7 1133,7 533,0 -1734,4 -538,8 -183,7 
0,034 -576,0 1176,0 600,0 -175Z,0 -525,7 -316,9 
0,035 -535,8 1210,3 674,5 -1746,1 -503,0 -477,0 
0,036 -482,3 1235,4 753,1 -1717,7 -470,6 -609,6 
0,037 -419,9 1252,; 832,4 -1ó73,2 -423,1 -669,1 
0,038 ~353,0 1259,1 - 906,1 -1612,1 -376,5 -634,1 
o,o39 -287,8 124s,7 960,9 -1536,5 -319,9 -515,4 
o,o4o -230,7 1213,6 982,9 -1444,: -263,3 -352.6 
q,oa1 -186,5 1152,5 9óó,o -1339,0 -211,8 -201,6 
0,042 -158,5 1078,8 920,3 -1237,3 -171,1 -115,4 
0,043 -150,0 1023,2 873,2 -1173,2 -145,6 -124,9 
0,044 -163,5 1021,9 s5s,4 -1185,4 -139,2 ~228,1 
0,045 -199,0 1089,7 590,7 -12as,7 -154,7 -390,4
Í 
o,o45 -254,5 1202,7 948,2 -1457,2 -192,9 -554,7
V 
0,047 -326,3 1315,0 988,7 -1641,3 -252,3 -662,9 
0,048 -408,7 1383,6 974,9 -1792,3 ' -327,6 -676,4 
0,049 -493,6 1381,0 887,4 -1874,5 -411,1 -588,9 
o,o5o -572,6 1299,6 727,0 -1s72,2 -493,3 -429,9 
0,051 -637,2 1152,6 515,4 -1789,8 -566,8 -255,0 
0,052 ~679,1 981,1 302,0 -1660,2 -622,6 -126,3 
0,053 -694,2 863,8 169,6 -1558,0 -655,3 -897,5 
0,054 ~680,0 885,2 205,2 -1565,2 -660,4 -158,6 
o,o55 ~637,0 1035,8 398,8 -1672,82 -636,2 -308,7 
0,056 -570,5 1226,5 ó5õ,o -1797,o -584,6 -486,7 
0,057 -487,0 1380,0 893,0 -1867,0 -510,5 -629,1 
0,058 -394,1 1451,5 1o57,ó -184S,6 -421,2 - -685,3 
0,059 -300,9 1421,6 112o,7 -1722,5 -326,6 -635,0 
0,060 -217,5 1294,4 1o7õ,9 -1511,9 
' -236,2 -496,4 
0,061 -152,0 1o9s;2 _ 946,2 -1250,2 -159,1 °318,3 
o,oõ2 -110,5 892,9 782,9 -1003,4 -103,0 -164,1” 
0,063 -96,6 781,5 óaó,9 -878,1 -742,9 -88,0 






O valor assinalado com asterisco esta fora da regiao pa- 
drao.
` Analogamente a um grau de liberdade, 8 ta- 
IV.2 indica que a mudança significativa na funçao decre- 





Em uma situação pratica pode-se dizer que o emprego dafun 
ção decremento aleatorio Para ÕGÉGCÇÂO de falhas, HÊO 
precisa ser em condiçoes de laboratorio, (aonde se conhe- 
ce a excitaçao), podendo ser usada em condiçoes de servi 
ço, (excitaçao desconhecida). 
Em medidas de amortecimento de sistemas de um grau de li- 
berdade, a regiao padrao pode ser usada para especificar 
um comprimento de registro necessario na obtenção de amor 
tecimentos de determinada precisao. 
Seria interessante verificar para que tipo tende a distri 
buiçao em torno da funçao decremento aleatorio nos tem 
pos t¿ (k =l,2,...,K). Para sistemas de um grau de liber- 
dade foi indicado no artigo de Cole |4I, um histograma 
para varios niveis de seleçao, mostrando que tende a uma 




No artigo de Cole |4|, ele procurou, com ba 
algumas hipoteses teorícas, formar uma seqüência de tes- 
tes prãticos, tendo como objetivo analisar experimentalmente a 
funçao decremento aleatorio. Esta seção tem o objetivo de 
transcrever estas hipoteses, os tipos de testes realizados bem 
como as conclusões obtidas.
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a - Hipoteses 
a.l - Inicialmente ele considerou que as falhas produzidas por fa 
diga em estruturas pudessem introduzir graus de liberda- 
de adicionais, (variaçoes estruturais), sendo estas exci 
tadas pelas forças aleatõrias de entrada. 
a.2 - A seguir considerou que com o aumento da falha É de se 
esperar que as freqüências dos modos diminuam, e que ag 
atingirem as regiões de baixas freqüências o rompimento 
L... 
m\ da estrutura ou ocorreu ou É iminente. Como deseja- 
-se detectar as variações estruturais antes da ruptura to 
tal da estrutura com o objetivo de tomar açoes correti- 
vas utiliza-se um filtro passa-banda localizado nas al9 ._
A tas freqüencias. 
a.3 - Em terceiro lugar considerou que as variações estrutu- 
rais causam mudanças na funçao decremento aleatõrio de 
vido ao:
A a.3.l-Acoplamento dinamico entrecw modosrw. largura de bql 
da do filtro 
a.3.2-Acoplamento não linear nas freqüências sub-harmoni 
cas. ' 
a.3.3-Amortecimento por fricçao. 
b - Consideraçoes para realizaçao dos testes
A b.l A banda de freqüencia do filtro deve ser encontrada com a
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ajuda da densidade espectral e deve estar localizada nas 
regiões de alta densidade modal. 
~ ø ~ b.2 - Deve-se encontrar a funçao decremento aleatorio padrao 
para um ponto particular da estrutura sem falhas, sujeita 
a todas as condiçoes de carregamento e mudanças mmfientais. 
b.3 - Deve-se encontrar a regiao padrao para um nivel de mnüian 
ça que depende de quanto critica É a estrutura. 
4 - É necessario um aparelho detector para identificar somen- 
~ ~ te variaçoes na voltagem dos picos da funçao decremento. 
- zestes realizados por Cole lál - conclusoes obtidas
~ c.l - Teste: calculo da funçao densidade espectral com a estru~ 
tura com ou sem falhas, e utilizando ou nao o fil 
CIO. 
Conclusao: mesmo com a utilização do fíltrorão ounrermnmo
~ dificaçoes significativas na densidade espectral, 
quando a estrutura apresenta falhas. 
c.2 - Teste: calculo da funçao decremento aleatõrio, quando 
a estrutura apresenta ou não falhas, variando a
A banda de freqüencia do filtro e escolhendo um de 
terminado ponto da estrutura. 
.-.. ~ ¬ Conclusao: cxmrrem mudanças significativas na funçm) decre- 






lhas, mas estas mudanças,para serem sígnificativaa 
dependem da banda de freqüência usada pelo filtro, 
e de uma boa localização para o transdutor. 
,. ~ .. - Teste: calculo da funçaø deCrement0 aleatorio em inter 
valos de tempos diferentes, enquanto a falha se de 
senvolve na estrutura, utilizando o filtro com a 
banda pre-estabelecida. 
Conclusao: utilizando uma boa faixa para o filtro a mudan 
~ , ça significativa na funçao decremento aleato- 
rio devido ao desenvolvimento da falha surge bem 
antes da ruptura total da estrutura. 
- Teste: calculo da funçao decremento aleatõrio em inter 
valos de tempos diferentes, enquanto a falha se de 
senvolve na estrutura, sem a utilização do filtro. 
~ z ~ Conclusao: neste caso tambem ocorre mudanças na funçao de 
cremento aleatõrio devido ao desenvolvimento da 
falha, mas não sao significativas. 
: Como pode-se ver de c.l a funçao densidade espectral nao 
pode ser usada diretamente para detectar falhas, mas como 
serve para identificar a banda de freqflen citado em b.l, 
cia do filtro. Isto se deve ao fato de que a funçao densi az. 
dade espectral nos indica as regioes de alta densidade mg 
dal, aonde os efeitos de pequenas falhas na estrutura apa 
receriam, mas seriam de dificil detecção.
5 .: De maneira geral, dos testes praticos, tira-se duas con 
clusoes importantes para detecção de falhas: para a deteç
95 
ção de uma falha especifica É necessario uma banda parti 
cular de freqüência para o filtro e tambem uma boa loca- 
lizaçao para o transdutor. Para maiores informações sobre 
a banda de freqüência a ser usada pelo filtro a localiza 
çao do transdutor, bem como os testes em geral, ver o ar 
tigo de Cole |4|. 
1v.5 - coNcLusÃo 
Com base no desenvolvimento do capitulo pode 
-se ver que a funçao decremento aleatõrio para um ou dois graus 
de liberdade não se modifica significativamente com a variação 
da excitação do sistema, so ocorrendo modificações significati- 
vas na funçao, quando os parâmetros se alteram. O que possibili 
ta entao a detecção destas alterações (falhas) independentemen 
te das variações na excitação aleatoria.
, CAPITULO v 
MÉTODOS cLÃssIcos 
v.1 - 1NTRoDuçÃo 
Serao consideradoséflguns metodos conhecidos tais 
como: 
Função densidade espectral de potencia 
Função autocorrelaçao 
Funçao correlaçao cruzada 
Dependendo do enfoque dado, cada um destes 
metodos apresenta problemas no que se refere Ã identfificaçao dos 
parametros do sistema e ã detecção de falhas. Alguns destes prg 
blemas serao mostrados ao longo do capitulo. 
Os sistemas serao os mesmos *considerados no 
capitulo II, para um e K graus de liberdade. A simulação sera 
feita para sistemas de um grau de liberdade com pequenos amorte 
cimentos, e de dois graus de liberdade com pequenos amortecimen 
tos e freqüências proximas. 
O processo É ergodico, e as comparações dg 
vem ser feitas com o caso a3 seção II.3.6 para um grau de libeš 
dade e o caso a3 seção II.4.3 para dois graus de liberdade. As 
excitações serão em geral ruídos brancos, pois sã neste caso os 
ø ~ metodos apresentados sao representativos do sistema.
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Em alguns casos, para esclarecimentos, serab 
considermkw como excitaçoes ruídos coloridos,sendo mudada a mê- 
dia da resposta do sistema. Em caso de situações de falha, estas 
serão dadas por variações bruscas dos parametros do sistema. 
v.2 - FUNÇÃO DENSIDADE ESPECTRAL DE POTÊNCIA 
A funçao densidade espectral de potência da 
resposta do sistema "r(t)" É definida como, IlO|: 
sr(w) = |H<w)|2 se<w) (v.1) 
onde: H(w) É a funçao transferência do sistema e Se(w) a funçao 
densidade espectral de potencia da excitação 
podendo ser obtida diretamente de um conjunto de medias do va 
lor absoluto quadrãtico da transformada de Fourier dos N tre , 1- 
chos retirados da resposta do sistema, de comprimento täãx.
N 
sr‹w) = 11m i 2 -fL~ |R , <w)|2 (V.2) N+® N n=l tmãx tmãx,n 
Considerando o processo ergõdico, (V.2) fica: 
. 2 sr(w) = 'lzm _fL- 'Rt. (w)| (V.3) 
c z ->°° c - mãx max max
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- Problemas relacionados com o metodo 
a.l - 
a.2 - 
Pode-se ver de (V.l) que Sr(w) depende em amplitude e foi 
ma de Se(w), so sendo entao representativa do sistema quan 
~ 4 do a excitaçao e um ruido branco. Neste caso (V.l) pode 
ser reescrita como: 
sr<w) = |H<w)|2 so 
onde SO É um valor constante. Assim o uso da funçao den 
A ~ sidade espectral de potencia para detecçao de falhas em 
condiçoes de serviço, apresenta problemas, porque depende 
da excitação. 
._ A , A funçao densidade espectral de potencia e usada para ob 
ter a energia dos modos e apresenta picos nas freqüências 
destes modos. Para sistemas de um grau de liberdade e sis 
temas de mais graus de liberdade com picos separados, -pg 
de-se encontrar os parametros do sistema usando o metodo 
de largura de banda para o ponto de meia potência, capita 
lo III. Para a funçao densidade o fator de amortecimentoë 
obtido medindo a largura de banda na metade do vaku de pi 
co. As freqüencias encontradas são razoãveis, mas os fato 
res de amortecimento não tem muita ¢QnSi5tën¢í¿_ 
O metodo se torna mais imprecíso quando a amplitude varia 
não linearmente com o período de oscilação, como1u›cam›de 
muitos graus de liberdade, tambëm neste caso a proximida-
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de muito grande dos picos torna impossivel o calculo dos 
fatores de amortecimento. 
b - Sistema de um grau de liberdade (pequenos amortecimentos) 
Neste caso, usando (V.l), a funçao densidade 
espectral de potencia da resposta do sistema “y(tY'tendo excita 
ção "f(t)", ë: 
sy<z») = |n1(w)}2 sim) (v.4) 
onde: H1(w) = -É--QL---Ê , considerando 1024 pontos toma- -w +2jwn1m1+w1
. dos a uma razao de amostragem de 1000 amostras por segundo, e 
usando (V.3), a função densidade espectral calculada É dada por: 
s ‹w› = -1«|Y .<w››2 <v.s› yc tk tk V 
4 .. onde Ytv(w) e a transformada rapida de Fourier de um trecho de
k 
comprimento, tg = KT, da resposta do sistema de um grau de li- 
berdade, sendo: 
K = 1024, numero de amostras 
T = 0.00lS,periodo de amostragem 
e os parametros calculados do sistema são:
100 
= 2 . w1,c wflpico 
(V.6) 
Ášfl f1mãx_f1mÍn 
nl c: Í = 
2f1,C 2fl,c 
b.1 - Exemplos ilustrativos i
_ 
O programa usado para simular a expressao V.5
~ É dado por diagrama em bhmos no apêndice A seçao A.2.2.1, os pa 
râmenxm do sistema são w1=30O rd/s e n1=O,0O1 sendo a excita-
~ çao o ruido branco Gaussiano "inicial" (19 ruido branco). 
' Neste caso utilizou-se a variavel f, e consi- 










^ ' “" ' M "fra 7 'f ' A”-'Ifz f O 
Figura V.1 - Funçao densidade espectral de potência, um grau de liberdade, 
pequenos amortecimentos. 
e usando (V.6), tem-se:
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U = 0,()lU& l,c 
w = 300,965 rd/s l,c 
Para melhor visualização da função densidade 
,¬ espectral,sera uülizada uma escala monolog, assim a Figura V.1, 
fica: 
. Loc [s¡¿‹)] 
L» IÉ=«›z‹‹›P=°íl~-- - --- - -- 
1
1
I WW 0 *'"' ‹wmo - 
Figura V.2 ~ Função densidade espectral de potencia um grau de liberdade, 
pequenos amortecimentos, (escala monolog). 
c - Sistema de Z graus de libeydade (Qequenos amortecimenposí_f 
fre Uëncias ›rÕximas z 1 _ 
Neste caso, usando (V.1), 3 função densidade
102 
A z espectral de potencia da resposta do sistema, referente ao iesi 
mo modo normal "¢í(t)" tendo excitação" Ni(t)", ë: 
2 . 
s (w) = ¡n.(w) s (w) (1 =1,2,...,¿) WI 1 NI 
onde (V.7) 
_. 1 Him) " 2 . 2 -w +23wníwí+wí 
considerando 1024 pontos tomados a uma razão de amostragem de 
1000 amostras por segundo, e usando (V.3), a função densiüwe es 




s¢í,c<w› Ê; |wí,tk<w›| (1 1,2,...,z) ‹v.s› 
onde Wi t.(w) (i =1,2,..., ) É a transformada rãpidä de FOUrí€r 
' k
Í de um trecho de comprimento, tk = KT, da resposta do sistema re 
ferente ao iesimo modo normal, sendo: 
K = 1024, numero de amostras ' 
T = 0,00ls,periodo de amostragem 
sabendo que a resposta da 19 nmssa do sistema E dada por (II.48), 
reescrevendo tem~se:
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Z (.) qm = 2 b 1 ¢.<‹z› (fz z o› <v.9› 
l 1 1 l 1 
e a sua transformada de Fourier ez 
1 (.) 
Q (w) = 2 b_1 w.<w) 
1 i=1 1 l 
~ ~ entao a funçao densidade espectral calculada referente a respos 




= 2 = 1 (1) 2 Sqhšw) Q1,t.k(‹››) fz; 121 bl W. {<(w)I (V.10) .= 1,: 
sendo o sistema de doís graus de liberdade, (V.10) se torna: 
2 z 
s <w)\ = 2% E bf1)wí t,(w›|2 <v.11) 
q1,c ¿=2 k í 1 
' k 
A ~ e os parametros calculados do sistema sao dados por: 
wl,c = zwflpíco 
w2,c = 2¶f2pico 
^ <v.12) 
^f1 f1mã×'f1mín 
n1›° = 2f1,: 
= ll 
2f1,¢ 
= _Af2 = £2max'f2mín “2,¢ 2f2,c 2f2,c
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c.l - Exemplos ilustrativos 
O programa usado para simular aexpnwsao V.11 
É dado por diagrama em blocos no apêndice A seção A.2.2.2, ospí 
rãmetros do sistema são ml =3OO rd/s, mz =áOO rd/s e nl =0,001, 
U2 =0,04 sendo as excitaçoes ruídos brancos Gaussianos "üúciai€' 
(19 e 29 ruido branco). 
Analogamente ao caso b.l utilizou-se a variš 




5 ”1r>ico)¡ 5 .. 
qlc I§2 i 
1,â ¡=z ~ - - - _ - - . - - - 
Í\) 
orÍ."'.'1"íi“¿r1l;'rd:.%, s--z- .f 
I *2p'zz0zô2,sHz 
*1p'.z0zz.7,9 Hz 
Figura V.3 - Função densidade espectral de potencia, dois graus de liberdadeA freqüências proximas. 
e usando (V.l2), tem-se: 
z 0,0116 = __- n1,c n2,C 
Q; = 300,9Õ5 rd/S w = 392,690 fd/23 1,c 2,C
, 
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Para melhor visualizaçao da função densida- 
de espectral, serã utilizado uma escala monolog, assim a figura 
V.3 fi Ca' 
[09 {Sq|¿‹+›\
1 l 1 L=2 
M z 
‹., ..._ 
0 +1DiC.Ó pico 
Figura V.4 - Função densidade espectral de potência, 29 graus de liberdade, 
Obs 
freqüências proximas, escala monolog. 
Comparando os parametros calculados dos casos b.l e c.1 
com os respectivos parâmetros dados, pode-se verificar 
que as freqüências calculadas diferem muito pouco, mas os 
fatores de amortecimentos calculados nao tem consistência 
No caso de 29 graus de liberdade, apesar das freqüências 
serem prõximas os picos apresentam-se distanciados o sufi 
ente, permitindo mesmo de forma imprecisa o cãlculo do fg 
tor de amortecimento do primeiro modo. Para o segundo mo- 
do o calculo foi muito impreciso. 
Os fatores de amortecimentos calculados do sistema de 
29 graus de liberdade apresentam-se mais incorretos que 
do sistema de 19 grau de liberdade, devido a variaçao nao 
linear da amplitude com o periodo de oscilação. 
Este mëtodo ficou em parte prejudicado pelo baixo numero 
de pontos considerados, (apÊndiC€ E)‹ NO C3PÍtU1° VI além
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de considerar-se mais pontos :ez-se medias sobre as fun- 
çoes densidades encontradas o que melhorou bastante o cãl- 
culo dos parametros. 
v.3 - FUNÇÃO AUTocoRRELAçÂg 
Considerando o processo ergodíco a funçao au 
tocorrelaçao da resposta do sistema "r(t)", É definida comq|10h
I z 2 tmax/ 
Rr(t') = r(t)r(t+t¡) = 'lim _TL_ r(t)r(t+C')dC (V-13) 
tmax»w tmãx _tv /2 max (C' > 0) 
ou como a transformada de Fourier da funçao densidade espectral 
as ` de potencia da resposta do sistema:
® 





Rz<z'› = II-1<‹z›>|2Se<‹››> ‹zj°*“'ú‹z› (v.1s› 
ou ainda usando (V.3), (V.14) pode ser escrita como:
2 oo Int”, . ' 
Rr(C') = §%.i lim -“-E$Í__-- ejwt dw (V.16) 
m t'- +w cmax - max 
onde Rt, (w) E a transformada de Fourier da resposta do sístg max
ma de 
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I tamanho t z . 
II`l3X 




(V,15) indica que a funçao autocorrelaçao sõ sera re 
presentativa do sistema se a excitaçao for um ruido bran- 
co. Neste caso Se(w) = SO e (V.l5) pode ser escrita como:
® 
s . , 
Rr<z'› = |H<w›¡2 61°” dz» . 
Para sistemas de um grau de liberdade excitados por rui 
do branco, a funçao autocorrelaçao tem escala diferente 
mas forma igual a funçao decremento aleatorio acresci 
da do nivel de seleção A, existindo pequena diferença en 
tre as funçoes no fim do registro. Esta diferença se acen 
tuara quando o sistema tiver mais graus de liberdade. 
Obs.: Para diminuir a diferença entre as funçoes É ne 
cessario aumentar o tamanho do registro |4|. 
Do que foi citado antes ve-se que se o sistema for exci- 
tado por ruido branco e tiver um grau de liberdade, (moàm 
isolados), os parametros podem ser obtidos pelos metodos 
apresentados no capitulo III, mas para sistemas de mais 
graus de liberdade o metodo para separar os mõdos E mais 
dificil que o dos minimos quadrados:` ill' .
a.4 
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- A funçao autocorrelagao se altera com as modificaçoes nos 
parâmetros do sistema podendo-se entao identificar fiflhas, 
mas considerando as propriedades abaixo: 
1. um R <-U) = <r"(€)›2 
t' +00 r 
2. Rr<o› = z2(z› 
pode-se ver que, se a excitação for um ruido branco a au- 
~ 4 tocorrelaçao oscilara em torno da origem terminando cmnes 
te valor, o que facilitaria a determinação de um padrão 
para detecção de falhas, .mas existira a dependencia 
da autocorrelaçao com a intensidade das amplitudes da eë 
citação. Assim uma mudança na intensidade destas amplitu- 
des causaria modificações na autocorrelação e alarmes fal 
sos de falhas poderiam ser detectados. ` 
b - Sistema de um grau de liberdade (pequenos amortecimentos) 
relação da resposta do sistema, "y(t)",sendo a excitação "f(t)", 
Neste caso. usando (V.l5), a função autocor- 
ë dada por: X 
onde 




1 H1(“) ' “"í"`Í__`"_"`Í 
-w +23wnlw1+w1 
considerando1024 pontos tomados a uma razao de amostragem de 
1000 amostras por segundo, e usando (V.l6), a funçao autocorre- 
lação calculada É dada por: 
1 
0° |Yt1.<‹z»>12 M' M 
Ry (t") = ÊJ ~°--7:-'-*--~ EJ dbz) c k 
onde Yt,(w) É a transformada rapida de Fourier de um trecho de
k 
comprimento, t& = KT, da resposta do sistema de um grau de li 
berdade, sendo: 
K = 1024 
T = 0.0018 
com a excitação um ruido branco e usando: 
|H(w)\2=f 1 ` ,s(‹››)=s _ 1 (wi-w2)2+(2wn1w1)2 f O 
V.l7 pode ser escrita como: 
OO 
So 1 jwt' R (t') = - s~z z ~ z z e dm (V.19) 
y 2¶ 2 2 2 2 _w (wl-w ) -(2wnlw1) . 
b.l - Exemplos Ilustrativos 
O programa usado para simular a expressão V.18 
É dado por diagrama em blocos no apêndice A seção A.2.3J“ msgrä 




~ to aleatorlo ~ a funçao decremen - Comparaçao com 
sistema são 




nl = 0,001 
wl = 300 rd/s 




t _ max 
500 
= 0,063 S 
= 9,082 S 
~o o 10 ruído bran sendo a excítaça . 
‹--› rz›¿‹+'› /vC2‹+›
A 











co Gaussiano, tem 

























`._ 0 -ez 
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'w M L 
~ a finção decremen- ~ f n ao autocorrelaçao e Figura V.5 - Comparaçao entre a u ç Í ' 19 ruído branco Gaussíano). to aleatorlo (
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Obs.: Quando a excitação ë um ruido branco Gaussiano ocorre uma 
pequena diferença entre as funçoes no fim do registro. 
Obs.: Para comparaçao as funçoes foram normalizadas. E no caso 
da funçao decremento aleatõrio foram usados 64 pontos. 
b.1.2 - Variação na autocorrelaçao devido a mudanças naexcitaçao 
A excitaçao ë um ruido branco Gaussiano, sendo 
os parâmetros do sistema os mesmos do caso anterior: 
111 = 0,001
' 
wl = 300 rd/s 
sendo a excitação inicial (19 ruido branco), tem~se: 
___ 0 Ráf) 
X: 














V V \/i 0 \ 
Figura V.6 - Funçao autocorrelaçao (excitação inicial - 19 ruído branco). 











0»~1mz?«¬¡‹ » , 
/\
I vU`vv`v¶v'L 
~ ~ 0 'd branco). Figura V.7 - Função autocorrelaçao (nova excítaçao-2. ru1 o 
' d' m ue com a variação Obs.: As Figuras V.6 e V.7 ln 1ca q 
b.1.3 
sí 
~ ~ excítaçao a funçao aut 
vamente devido a modíf 
- Variação na autocorrelaçao devido a mudança no fator dq 




~ 'd ada É o ruído branco Gang A excitaçao consl er 
ano "inícía1". Sendo os p 
U1 = 0,01 
wl = 300 rd/s 
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Ur U t/ \ 
Figura V.8 - Função autocorrelação com o fator de amortecimento modificado. 
'Obs.: Comparando a Figura V.8 com a Figura V.6¿ verifica-se que 
a funçao autocorrelaçao se altera com mudanças nos parãme 
tros do sistema. 
c - Sistema de Z graus de liberdade (pequenos amortecimentos - 
freqüências proximas)
~ Neste caso, usando (V.15) 3 fUUÇa0 8UC0C0rf§ 
lação da resposta do sistema, referente ao iesimo modo normal, 
"wi(t)".sendo a excitação "Ni (t)"ë:
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% 




H (w) - Í -w2+2jwníwí+wÊ 
considerando]D24 pontos tomados a uma razao de amostragem de 
1000 amostras por segundo, e usando (V-16), a fUn§ã° a“t°°°rre_ 
lação calculada referente ao íësímo modo normal e dada port
2 w |wí,t,(w)¡ 
_ i 
R <t‹> = ;L ____¬E___- elwt ów <v.21› 
Wi,¢ 2" tk 
(1 =1,2,...,£) 
onde Wi tv(w)1i = 1,2, ...,Z) É a transformada rapida de Fourier de um tre-
, k 
cho de comprimento, té = KT, da resposta do sistema refeflflüe 80 
iesimo modo normal, sendo: 
K = 1024 
T = 0.001 s 
~ ~ usando (V.l0), a funçao autocorrelaçao calculada referente ares 





|Q1°“LÉw)`2 'oc' Rq (t') = '---t¬--- eJ du) = 
1,c w k 
K . 
0° 2 bfflwí t,<w›l2 




k elwt do (V.22) 2¶ ck 
sendo o sistema de dois graus de liberdade, (V.22) fica: 
Ilwí t'(w)\2 
. , 
Rq ‹z')‹ = -1- lflz k JM ‹v.23› 
l'c zzz _ 
ou sendo (V.9) dada por: 
ql<z› = bf1)w1‹c› + bf2)w2<z› <t > o> 
a função autocorrelação do sistema de dois graus de liberdade Ê, 
|ó|. ' 
. = (1) 2 . (1) (2) z 
Rq1_(z)l£_2 bl 1 Rw1(‹.z)+ íbl bl 1Rw1¢2(‹; ) + 
(1) (2) . í'<2›l2 . + íbl bl. }Rw2w1(t ) + Lbl Rw2(t) (V.24) 
e considerando as excítaçoes Nl(t) e N2(t) ruídos brancos,¢1(O 
e ¢2(t)ser§o emfltisticamente independentes, e as correlações crg 
zadas entre os modos se anulam. 
R t' = R (t') = O (V.25) ¢1w2( ) wzwl
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substituindo (V.25) em (V.24), tem-se: 
2 2 
R (z'› = {b<1)} R (t') + {pÊ2)l R <z') (v.2õ) 
<1 
1 
1 Wi L \l›2 2 2 
considerando S (w) = S e S (w) = S valores constantes e subs N1 1 NZ 2 -- 
títuindo (V.20) em (V.26), tem-se:
2 (1) °° s b . , 
R (c') = -1-[-21--J--Í 1H1(‹»)|2 el” do + 
ql Ã 2 " ao 
‹2›]2 ‹» s íb . , _ 
+ -°°-_-37-._-Í |n2(w)|2 61°” du (v.27) 
ou ainda usando (V.2l) em (V.26), a funçao autooorrelaçao calou 
lada, referente a resposta da 19 massa do sistema "q (t)", quan 1 _ 








{b<2>12 °‹› wz t.<‹›››|2 
1 _ ' k jwt' 
c.1 - Exemplos ilustrativos 
O programa usado para simular a emmmssao V.28 
~ 4 4 A 
e dado por diagrama em blocos no apendíce A seçao AJL3.2.0s grg 
fícos apresentados so possuem valores positivos no tempo.
ll 




As excítaçoes são as "' 1nicíaís" e À 
sistema sao: 
os parame- 
nl = 0,001 
ml = 300 
e no caso da f N unçao decremen 
A =500 
N : 
U2 = 0,04 
rd/s wz = 400 rd/s 
to aleatõrioz 
t', = S 
UlaX 
t , = S max 










Â) \ 1:2 1;” 
`") [d°'|,É” \1=2 *A1 /A 











Figura V.9 - Comparação 
` 












% # 0+ fr WS + 
v J U V U V' v V 
entre a autocorrelaçao e 
(19 e 29 ruído b 
o decremento aleatorío 
ranco Gaussiano).
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Obs.: Da Figura V.9 verifica-se o fenomeno de batimento e a 
diferença significativa entre as funçoes. NO 0880 da fun¬ 
çao decremento aleatõrio considerou-se 64 pontos. 
Obs.: Se fossem considerados como excitaçoes ruidos coloridos, as cor 
relaçoes cruzadas dos modos, apresentadas por (V.24) se 
fariam sentir e a autocorrelaçao não seria representativa 
do sistema. 
v.4 - FUNÇÃO coRRELAçÃo CRUZADA 
V 
Considerando o processo ergodico a função cor 
relaçao cruzada entre a excitação "e(t)" e a resposta do siste- 
.ó ma "r(t)", e definida como |10|: 
tfllâzz/2 
Rer(z') = e<z)z<t+z'› = 11m ¡{L- 
Í 
e(z>r(z+z')àz (v.29> 
t z +® max max -t'z /2 max 
OU COUIO 
oo 
Rer(t') = 5% J n(w›se<w)eÍ“t'àw <v.3o) 
sendo a funçao densidade espectral de potencia da excitação da 
da_por: 
. 2 se(w) = 11m ‹Et,_ <w)\ , 
tàãx+w max 
(V.30) pode ser escrita como:
onde Et, (w) 
ma de tamanho 




Rer(z'› = Ê% Í n‹w› '11m |Et,_ <w)|2 el 
“'àw <v.31) 
_m tmãx+w max 
4 ~ 
e a transformada de Fourier da excitaçao do síste 
max 
c'z . max 
relacionados com o metodo 
a.l - 
a.2 - 
(V.30) indica que a funçao correlação cruzada É usa- 
~ ~ da para identificaçao de sistemas quando a excitaçao É um 
ruido branco. Neste caso Se(w) = SO = constante,e(V.30)pg 
de ser escrita como: 
ãä 
s . , 
Rer<z') = 5% Í u<w) 
elwt ów = so h(t') 
-oo 
onde h(t') É a resposta ímpulsiva do sistema. 
Para sistemas de um grau de liberdade excitado por ruido 
branco, (modos isolados), pode-se determinar os seus 
parãmgtros por qualquer dos tres metodos apresenta- 
dos no capitulo III, Sendo os sistemas de mais graus de 
liberdade excitados por ruido branco, a correlação cruza 
da sera proporcional a soma das respostas impulsivas, pg 
dendo-se usar o metodo dos minimos quadrados, ' para 
separar os modos. Mas se a excitação for um ruido cg 
lorido, a correlação cruzada nao sera representativa do 
sistema.
12Q 
a.3 - A funçao correlaçao cruzada altera~se com as modificaçoes 
A , ~ nos parametros do sistema, podendo-se entao identfificar fa 
lhas.Considerando-se as propriedades abaixo: 
1. tlül Rer(t') 
= e(t) r(t) 
2. Rerw) = e'<z> ru? 
pode-se ver que; se a excitação for um ruido branco a cor 
~ 4 relaçao cruzada oscilara em torno da origem,terminando com 
este valor, o que facilitaria a determinação de um padrao 
para detecção de falhas. Mas infelizmente haverã dependen 
cia em relaçao a intensidade das amplitudes da excitação 
e resposta do sistema. \ 
a.4 - O principal problema com a correlação cruzada esta no fa 
to de precúmr-se conhecer a excitação, não sendo possivel 
trabalhar em condiçoes de serviço. 
b - Sistema de um grau de liberdade (pequenos amortecimentos) 
Neste caso, usando (V.30), a funçao correla 
ção cruzada entre a excitação "f(t)", e a resposta do sistema, 
"y(t)", ë dada por: 
onde 
00 
Rfy(z'› = n1<‹»›sf‹w) @j°°t'àz» (v.32) 
-%
1 “1<°°> ~ '-z-.~'-"-z 
-w +23mn1w1+m1
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considerando Hfiá pontos tomados a uma razão de amostragem de 
1000 amostras por segundo, e usando (V.3l), a funçao correlação 
cruzada É dada por: 
y,z 5? “1<°”_"z?¿_'“ el” da 
-K) 
_ 





onde Ft,(w) É a transformada rapida de Fourier d
k 
comprimento ' 
e um trecho de 
, tk = KT, da excitação do sistema de um grau de li- 
berdade, sendo: 
K = lO24 
T = 0,001 s 




1 jwc' So , 3¿ Rfy(C ) = 5; J -3-f---É e dw = 5? hl(t ) (V. ) w -w +23wn1+w1 
b.1 - Exemplos ilustrativos 
0 programa usado para simular a expressão V.33. 
É dado por diagrama em blocos no apêndice A seção A-2»4-1- 05 BÊÉ 
ficos apresentados so possuem valores positivos no tempo. 
b.1.1 - Variação na correlação cruzada ÚQVÍÕÕ 8 mudança; n 
excitação.
3 
A excitação É um ruido branco Gaussíano, sendo 
os parametros do sistema:
nl = 0,001 
wl = 300 rd/s 
122 


















-o .zw ×10 











. ~ z . . 'V uzada, excltaçao 1n1c1a1, 19 ruido n ão correlaçao cr bran-
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-;#;â;‹:::ê“ J V \ “ Y V 
Figura V.l1 - Função correlação cruzada, nova excitação, 29 ruído bran- 
co Gaussiano. 
Obs.: Comparando a Figura V.1O com V.11 pode~se ver quea corri 
laçao cruzada se alterou significativamente devido a mu- 
dança em S0. 
b.1.2 - Variação nacoruflaçàncruyma devido a mudança no fator de 
amortecimento 
~ 4 A excitaçao considerada e o ruído braum Gang 
síano "ínicía1". Sendo os parametros do sistema dados por: 
nl = 0,01 
ul = 300 rd/S 
ç H
1 




































~ ... Figura V.12 - Funçao correlaçao cruzada com fator de amortecimento modifica 
do, 19 ruido branco Gaussiano. 
Obs.: Comparando a Figura V.l2 com a Figura V.l0§ verüäcawe que 
a funçao correlação cruzada se altera com mudanças nos pg 
A ~ rametros do sistema. 
c - Sistema de Z graus de liberdade (pequenos amortecímentos - 
freqüências proximas) 
Neste caso, usando (V.30), a funçao correla- 
çao cruzada entre a excitaçao Ni(t)", e a resposta do sistema 




RN_¢_<‹z'› = Hi<w›sN (u) e5°°“'â‹» <v.3s› 
1 1 i 
(i= 1,2,---,¿) 
onde 
H.<w) = ~_í 1 2 . 2 -w +2_1u›n iu›í+wí 
considerando1024 pontos tomados a uma razao de amostragem de 
1000 amostras por segundo, e usando (V.3l), a funçao correlação 
cruzada calculada referente ao iesimo modo normal É dada por:
2 
°° t|(Í›Ú)I 
R- (z') = i H (w) --'-Ê“--- @.5°°“'àw (v só) N w 2¶ i t' ' 1 1,c _m k 
(i =l,2,...,£) 
onde Ni t,“M(i:l,2,...,Q) É a transformada rapida de Fourier de 
S k _ 
um trecho de comprimento, tà = KT, da excitação do sistema refe 
rente ao iësimo modo normal, sendo: 
K = 1024 




" ^' n e a correlaçao cruzada entre as excítaçoes de entrada Ni(t)" 
(i =l,2,...,£) e a resposta da 1? massa do sistema "q1(t)" ë da- 
da por |6|: 
onde 
R <z') - É 
(k)
' 
1 i=1 1<=1 1 k 
sa sa 
q1(t)= É {bÍk)1q›k(c) e N*(1;) = É Ní(t) (V.38) 
k=l i=1 
assim para um sistema de dois graus de liberdade tem~se: 
, = ‹1› , «aq . RN,.,q1(: )|g=2 [bl :|RN1¢1(‹; ) + [bl RN1¢2(t ) + 
(1) 
, (2) ' , + fibl 1 RN2¢l(z ) + [bl 1 RN2w2(z) (v.39) 
como nao exísuecorrelaçao cruzada entre as excitaçoes e resposta 
de modos diferentes (V.39) pode ser escrita como: 
, (1) . (2) ' . RN,.‹q1(c)›£=2 = [bl 1 RN1w1(t) + [bl RN2¢2(c) (v.40)
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Considerando as excitações N1(t) e N2(t) núdosbranuw,SN.Q® = S1l 
e SN (w) = S2 são valores constantes, substituindo entao (V.35) 
2 Ç› 'V . ‹- 1' 
em (V.40) temos: 
i 




2% I H1(w)eJwt dm + -Ãjãš--J H2(w)eJwt &J(V.4l) 
OU 
Slbâlfl Szwl R N*q (t')t ='-'Tri-hl(C) +Th2(C) (V.¿+2) 
1 Z 2 
onde h1(t) e h2(t) sao respectivamente a resposta impulsiva do 
primeiro e segundo modo, ou ainda usando (V.36) em (V.40),a fun 
çao correlaçao cruzada calculada, entre as excitaçoes, N1(t)", 
"N2(t)", e a resposta da 19 massa do sistema "q (t)", de d0íS
1 
graus de liberdade É dada por: 
‹-rw._ 
/\ 8 \/ N {b§l):I 
00 |Nl,t jwt' R pú (t')l = --- 
Í 
H (w) --- -- e dm + N q 2¶ l .1,c 2:2 _w k 
‹2> ‹›‹› .<>2 
+ LÊ%í;l 
Í 
H2(w) lÊÊ;EšrÉ-l- ejwtvdw (V.43)
k -% 
c.l - Exemplos ilustrativos 
O programa usado para simular aexpressao V.43 
ø A ~ z e dado por diagrama em blocos no apendice A seçao A.2.4.2. Os grí 
ficos apresentados so possuem valores positivos no tempo.
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c.1.1 - Comparação entre a funcao correlação cruzada' quando a 
_ ~ .- excitaçao e um ruido branco e um ruído colorido 
As excitaçoes sao as "iniciais" e os parame- 
tros do sistema sao: 
nl = 0,001 nz' = 0,04 
wl = 300 rd/s wz = 400 rd/s 
sendo as excitaçoes ruidos brancos Gaussíanos, tem-se 
R (W 
¿ Nhvfltí 122 


















Figura V.]3 - Função correlação cruzada, excitações iniciais (19 e 29 ruido 
branco Gaussiano). 
sendo as excitaçoes ruídos coloridos, e anulando a media da res- 
or 1 Í 
I 
' 




posta do sistema, tem-su: 
RN* 












," ~l'O‹I O 6 Figura V.14 - Funçao correlaçao cruzada, exc1taçoes 1n1c1a1s (19 6 29 YU1d0 
colorido). ` 
Obs.: Comparando a figura V.13 com V.14 pode-se verificar Q“e› 
~ 
. ~ ~ ' ' ao ë a funçao quando a excltaçao e um ru1do co1or1d0, n 
. ' ' ' t a. proporclonal a soma das respost8S 1mPU151Vas do S15 em 
v.5 - coNcLusÃo 
Tendo em vista o desenvolvimento do capítulo, 
verífica~se que os metodos apresentados, encontram llmltaçoeâ 
para suas utílízaçoes na detecção de falhas e ídentifícaçao dos 
parâmetros do sistema.
CAPÍTULO vi 
INVESTIGAÇAO EXPERIMENTAL PARA A DETERMINAÇAO DAS 
CARACTERÍSTICAS DE VIBRAÇÃO DE UM SISTEMA MECÂNICO 
v1.1 - iNTRoDU§Ão 
,. Ate o momento foram utilizados sistemas mecã 
nicos de um e dois graus de liberdade simulados usando o proce§ 
so Runge Kutta. 
Neste capitulo sera usado um sistema mecâni- 
rfi c n ú ø ó 4 c co montado em laboratorio com o objetivo de verificar na prati- 
ca o calculo das caracteristicas de vibração obtidas atraves da 
funçao decremento aleatõrio. 
A Verificaçao ë feita comparando os resulta- 
dos obtidos pela funçao decremento com os resultados encontra- 
dos por: 
- resposta livre do sistema 
- funçao densidade espectral da resposta do sistema 
~ A - modulo ao quadrado da funçao transferencia do sistema. 
VI.2 - DESENVOLVIMENTO DA EXPERIENCIA E SISTEMA UTILIZADO 
O sistema ë constituido por uma viga montada 
simëtricamente sobre um vibrador.As dimensões da viga sao: 
comprimento = 70cm
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largura = 1,25 cm 
espessura = 0,25 cm 
Pode-se verificar pelos valores acima que a 
viga tem espessura e largura pequenas comparadas com o comprimen- 
to,o que permite obter-se os modos de vibração bem separados,isto 
ê, um sistema unidimensional. 
P-ln C3 p-a. O |-1. QD P-' Foi desenvolvido um teste para deter- 
minaçao dos modos de vibração da viga, sendo a excitaçao neste ca 
so uma senõide com freqüência variavel. 
Calculou-se a seguir o fator de amortecimento 
com o auxilio da resposta livre do sistema. 
Os teste seguintes foram feitos considerando 
como excitaçao um ruido colorido com largura de banda prêfixada, 
tendo como freqüência central a freqüência de um dos modos em 
questao. 
Neste caso, inicialmente, estando o sistema 
desacoplado determinou-se a funçao densidade espectral mêdia da 
excitaçao atravês de um teste " on-line ". 
A seguir com o sistema acoplado, gravou-se a 
excitaçao e a resposta do sistema em fita magnêtica e procedeu-se 
a testes " off-line " para determinação das funçoes densidades es 
pectrais mêdias da excitaçao e resposta.Para maior precisao no 
calculo das caracteristicas determinou-se tambem a razao entre as
132 
funçoes denshkme da resposta e excitação, isto É, o mõdulo ao 
A. ,._ . quadrado da funçao transferencia. 
Para o ultimo teste gravou-se um trecho 
da resposta do sistema em fita de papel, e procedeu-se tambem 
ä testes " off~1ine " para o cälculo das caracteristicas do 
sistema atraves de alguns exemplos da funçao decremento alea- 
tõrio no tempo e na freqüência. 
Obs.: Alem da impressao das funçoes densidade e decremento , 
imprimiu~se a excitaçao e a resposta no tempo, no caso 
do sistema acoplado. 









,-_. 4' ~ a - Determinaçao dos modos da viga. b - Calculo e impressao da respos- 
ta livre. 
Figura VI.l - Conjunto experimental
rââ 




c - Calculo e impressao da funçao d - Gravação da resposta e excitação. 




,. ~ ~ ~ e - Calculo e impressao da funçoes f - Perfuraçao em fita de papel da 
densidade espectral da respos- resposta.(sistema acoplado). 
ta,excitaçao e modulo ao qua- 
drado da funçao transferencia. 
Impressao da resposta e excita 
ção no tempo.(sistema acopla - 
do). 
Figura VI.l - Conjunto experimental (continuação)
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- L. 
g - Passagem de fita de papel para fita 
magnetica da resposta,(sístema aco- 
plado).Cãlculo e impressao da fun- 
. çao decremento aleatorio no tempo e 
na freqflencia. 
Figura VI.1 - Conjunto experimental (continuaçao). 
Gerador-seno e ruido (B&Kl027) 





(7) Massa-equilibra c pëso do ace 
lerõmetro 
(9) Amplificador de medida(B&K2607) 
(11) Osciloscõpio (H2Vl3A) 
(13) Sistema analizador de Fourier 
(hp545lc) 
(15) Perfuradora de fita 
(17) Programa Fortran-fita JMOOOI- 
biblioteca-CPD-UFRGS 
Obs.: No caso da gravação da re 
o acelerômetro referente 
xima amplitude do 19 modo 
vi . -4 - MEDIQÕES 
Com o tes 
se as freqüências naturais dos
A 





Acelerõmetro-excitação (B&K 4343) 
Prë-amplificador (B&K26l5) 
(10) Registrador de nivel (B&K2305) 
(12) Gravador de fita magnëtica (B&K7003) 
(14) Ploter digital (hp72lOA) 
(ló) Leitorackzfita de papel-terminal 
Burroughs 1
~ spostae mmíu@ao,(sistema acoplado) 
a resposta esta colocado sobre a ma- 
te inicial,figura VI.l.a,determinou- 
quatro primeiros modos.
modo fundamental - f 5 22 Hz 
19 modo - f 5 122 Hz 
29 modo - f 5 342 Hz 
39 modo ~ f É 664 Hz 
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, ` _É ./ ` ` 
O 19 modo foi escolhido para representar 
um sistema de 19 grau de liberdade, porque tem frequencia su- 
ficientemente alta para o trabalho, e 
dos modos mais prõximos. 
esta bastante distante 
Usando agora como freqüência central 122 
Hz e uma banda de 100 Hz para o ruido 
realizou-se a gravação da excitação e 
tema acoplado, figura VI.l.d. No caso 
nao foi feita gravacao porque o teste 
VI.l.c.
~ de excitaçao do sistema, 
resposta no caso do sis- 
do sistema desacoplado 
foi " on-line", figura 
VI.5 - CÁLCULO DO FATOR DE AMORTECIMENTO ATRAVÉS DA RESPOSTA 
LIVRE 
Neste caso foi utilizado o conjunto experi- 
mental dado pela figura VI.l.b. 
Como mostra esta figura a resposta livre 
foi obtida atraves da aplicação de um 
.. 
impulso sobre a viga,sen 
do impressa graficamente por um regiscfador de nivel (B 
&K2305). 
Obs.: Neste caso o vibrador (B&K4808) nao foi excitado, servin 
do somente como suporte para a viga.
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VI.5.l - Obtenção da formula do fator de amortecimento, 
O registrador de nivel imprime o amorteci - 
mento da resposta livre do simwma em dB. Assim, sendo o sistema 
unidimensional, (19 grau de liberdade), a resposta livre É dada 
por (II.5) capitulo II, tendo a sua amplitude amortecída por 
A e_fllwLt 
onde A É uma constante, 
nl É o fator de amortecimento, 
ml É a freqüência natural do sistema, 
.. -“Wc . . definindo F = A e 1 1 ,o amortecimento da resposta livre do 
sistema em dB ë dado por: 
-NU 
FdB = 20 log(A e 1 lt) (VI`1) 
considerando A = 1,(VI.l) pode ser escrita da forma: 
FdB = -s,ósó nlult (v1.2) 
definindo T20 o tempo necessario para ocorrer uma queda de 120 
dB, tem-se FdB = -20 dB e sabendo que ml = Zwfl, o fator . de 
amortecimento pode ser calculado de (VI.2), isto ë: 
U = 0,366 (v1.3) 1 " 
fi Tzo
sistema a fr 
vamente escr 
137 
Como considerou-se como freqüência natural do 
eqüëncia do 19 modo, fl = 122 Hz e (VI.3) pode ser no 
ita como: 
0,003 (VI.4) U1 = ---- 
Tzo 
VI.5.2 - Graficos do amortecimento em dB da resposta livre. 
Considerou-se cinco exemplos para a resposta 
livre, nos tres primeiros a velocidade do papel foi devp=ÍkmMseg
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Figura VI.2 - Amortecimento em dB da resposta livre. 
(19 exemplo vp = 3 cm/seg.)
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Figura VI.3 - Amortecímento em dB da resposta livre. 
|-T2O=l,ll7seg~.| 
OP 1102 
(29 exemplo vp = 3 cm/seg.) - 
Brüel & Kjaer 
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Figura VI.¿+ - Amortecímento em dB da resposta livre. 
(39 exemplo vp '= 3 cm/seg.) 
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Figura VI.5 - Amortecímento em dB da resposta livre. 
(49 exemplo vp = 10 cm/seg.) 
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Figura VI.6 - Amortecimento em dB"da resposta livre. 
(59 exemplo vp = IO cm/seg.)
VI.5.3 - Resultados 
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Considerando os exemplos dados anteriormente 
e usando a formula (VI.4) pode-se formar a tabela abaixo: 
Obs.: O indice "c" para o fator de amortecimento,indica valor cal 
culado. 
Exemplo vp (‹mUseg.) T2O(seg.) nl,c 
| 1 1. 7 V 7 
19 3 1,oóó o,oo2s1 
29 3 1,117 o,oo2ó9 
39 3 1,117 o,oo2ó9 
49 1o 1,135 o,oo2ô4 
59 10 1,140 o,oo2õ3 
Tabela VI.l - Cãlculo do fator de amortecimento atravës da 
resposta livre do sistema. 
sendo o valor medio do fator de amortecimento calculado dado por: 
n1,C = 0,0027 
Obs.: Comparaçõescom outros resultados serão feitas na seção V1_7
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VI.6 - PROCESSAMENTO DE DADOS 
Neste caso, inicialmente, processou-se os da 
dos utilizando-se um sistema analizador de Fourier em conjunto 
com um ploter digital. Os dados foram processados " on-line ", fi 
gura VI.1.c, ou "off-line" , figura VI.1.8. 
O sistema analizador de Fourier contem um 
conversor analõgico digital e necessita como entrada o numero de 
pontos com que se deseja amostrar o sinal e a sua maxima frequên- 
cia. 0 sinal depois de digitalizado passou por uma janela de 
Hanning. 
O intervalo de amostragem em qualquer dos ca 
sos pode ser encontrado pelo teorema da amostragem no dominio do 
tempo. 
Sendo: 
_ 4 , A fmax, a maxima frequencia do sinal, 
T , o intervalo de amostragem no tempo, 
pelo teorema da amostragem no tempo sabe-se que:
1 
T á --- (v1.5) 
2 f1TläX




_ (v1.6) 2 fmax 
sendo ainda: 
n, o numero de amostragens consideradas para o sinal, 
o tamanho do sinal tmãx, e o intervalo de amostragem na frequën 
¢ia,Ášf, sao dados respectivamente por: 
t-mãx = n X T 
Ôf = fmgx (v1.8) 
(n/2) 
Para o sistema analizador de Fourier usou- 
se sempre n=4096 e fmãx = l000 Hz; aplicando estes valores 
nas fõrmulas (VI.6), (VI.7) e (VI.8), tem-se respectivamente: 
T = 0,0005 seg. 
tmãx = Sêg. 
Ãšf = 0,49 Hz 
VI.6.l - Determinação da função densidade espectral da excitação 
(Sistema desacop1adoL 
. Com os valores dados em (VI.9) processou-se 
a excitação do sistema atravës de um teste " on-line ", como mos 
tra a figura VI.l.c. 
A seguir serã apresentado o grafico da fun- 
~ 4 ~ çao densidade espectral media da excitaçao, (150 trechos de 4096 
pontos).
DB 



















122 HZ fmãx 
FIGURA VI.7 - Função densidade espectral media da excitação - 
sistema desacoplado.(escala vertical logaritmi~ 
ca - escala horizontal linear). 
Obs.: O dfietivo deste teste foi verificar a banda, 100 Hz, e a 
frequencia central, 122 Hz, usadas para a excitação do 
sistema. 
VI.6.2 - Calculo das caracteristicas atraves da função densi- 
dade espectral da resposta e mõdulo ao quadrado da 
funçao transferência do sistema.
Í 
Com os valores dados em (VI.9) processou 
se a excitação e a resposta do sistema atraves de um teste 
" off-line " como mostra a figura VI.l.e. 
A seguir serao apresentados os graficos 
de 4096 pontos da resposta e excitação no tempo. Serão vistos 
tambem os graficos da funçao densidade espectral media da res 
143
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posta e excitação (50 trechos de 4096 pontos), e o grafico do má 
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122 HZ fmãx 
~ , ' ' Figura VI.9 - Funçao densidade espectral media da excita 
çao - sistema acoplado. (escala vertical 
logaritmica - escala horizontal linear). 
Obs.: Neste caso, sendo o vibrador pequeno em comparaçao com o ta 
manho da viga, o acoplamento entre estes faz com que a ban- 
da de freqüëncia da excitação se apresente descontinua; en- 
tretanto a energia perdida antes da freqflencia natural E 
conpensada pela energia ganha apos esta ffeqüencia. 
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118,2 nz fmãx 
Figura VI.lO - Função densidade espectral media da respo§` 
ta do sistema. (escala vertical logaritmí- 
ca - escala horizontal linear).
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Teõricamente não seria necessario calcular 
a razão entre as funçoes densidade espectral da resposta e exci 
taçao, porque a funçao densidade da excitaçao se apresenta cons
A tante para a banda de frequencia escolhida. O mesmo se aplica- 
ria em um caso pratico se o vibrador fosse muito maior que a vi 
ga. 
No caso apresentado o vibrador É pequeno 
em comparação com o tamanho da viga, sendo necessario calcular 
a razao entre as funções densidade. De qualquer forma para um 
sistema pratico deve-se sempre calcula-la. 
Assim, o calculo da razao entre as funçoes 
densidade dara o modulo ao quadrado da função transferën 
cia do sistema,|l2l, permitindo encmnrar de forma mais consis- 
tente as suas caracteristicas. 
Obs.: Neste caso o que se fez foi normalizar a resposta do sis- 
tema em funçao da sua excitaçao. 
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FIGURA VI.11 - Modulo ao quadrado da funçao transferencia. 
(escala vertical logaritmica - escala hori- 
zontal linear).
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O calculo das características ë feito de duas
~ maneiras usando-se as figuras VI.1O e VI.l1. Para maior precisao 
nos cãlculos ampliou-se os picos destas figuras. 
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Figura VI.12 - Função densidade espectra1~mëdía da res- 
posta do sistema - amplíaçao.
Obs.: Na verdade a ampliação mostrada na figura VI.l2 não se rela- 
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ciona com a figura VI.10, e sim com outro exemplo para fun- 
ção densidade espectral media da resposta, (100 trechos de
A 4096 pontos). Devido a isto, a freqüencia natural apresenta- 
da na figura VI.l2 difere da freqüência da figura VI.lO,con-
A tudo a diferença entre as freqüencias ë pequena. 
..| _ _ _ . 
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Figura VI.13 - Modulo ao quadrado da funçao transferência - 
ampliação.
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Em qualquer dos casos a freqüência ë encontra- 
da diretamente. ‹ 
Usando-se o metodo de largura de banda, seção 




l,c 2 fl C
~ os valores encontrados sao: 
f1,c = 122,1 Hz 
q1,c = 0,0079 
para a figura VI.l2, e: 
fl” = 118,3 Hz 
ñ1,C = 0,0114 
para a figura VI.l3. 
Obs.r-Comparações com os outros resultados serão feitas nasmçÃo\H.7. 
- O Índice "c" indica valor calculado. '
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VI.6.3 - Calculo das caracteristicas atravës da funçao decremento 
- › A aleatorio-no tempo e na freqüencia. 
Neste caso processou-se a resposta do siste- 
ma através de um teste " off-line ", como mostra a figura VI.1.g. 
Para o processamento foi utilizado um progra 
ma em linguagem FORTRAN que esta apresentado no apêndice A, figu- 
ra A.3. 
Um trecho de 10988 pontos da resposta do sis 
tema, foi transferido para fita de papel atravës de um perifërico 
do sistema analizador de Fourier figura VI.1.f, sendo novamente 
transferido para fita magnëtica do CPD da UFRGS atraves de um ter 
minal Burroughs, servindo agora como banco de dados para o proces 
samento do programa. 
0 programa pede ainda como dados de entrada: 
A : amplitude de retirada de trechos 
N : numero de medias 
T : intervalo de amostragem no tempo 
n : numero de pontos do sinal, (resposta do sistema) 
nl: numero de pontos da função decremento aleatõrim 
Para passar para a freqüência a funçÃo,o pro 
grama necessita ainda de:(seçÃo A.l.9 apêndice A). 
M : expoente da base 2 para a FFT 
SIGN : sinal indicando transformada direta ou inversa.
151 
Depois de efetuados vãríos testes, foram escg 
lhidos os cinco melhores exemplos para a funçao decremento. 
Para os cinco exemplos considerados manteve-se 
A = 3500, variando de exemplo para exemplo o valor de "N" como ë 
visto abaixo: 
19 exemplo N = 460 
29 exemplo N 
39 exemplo N 
49 exemplo N 






T = 0,0005 seg. 
H = 1098& 
Como considerou-se n1=128, tem-se M=8 e ainda 
SIGN=l para a transformada direta. 
Usando (VI.7) e os Valores de "T" e "n" dados 
acima tem-se para o tamanho da resposta do sistema,tmäx=5,494 seg. 
Obs.: O programa possui uma subrotina para zerar a mëdia do sinal 
de entrada fazendo com que a funçao decremento fique em torno 
de A,seçao II.3.4.a capitulo II. 4'
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a - Função decremento aleatãrío no tempo 
Serão apresentados aqui os cinco exemplos da 
funçao decremento aleatõrío no tempo,serã visto tambëm um exemplo 
onde A=O e N=500. 
Sendo a freqüência usada a'do 19 modo,122 HQ 
, ~ ~ ,. o periodo de oscllaçao da funçao decremento no tempo, sera, t'm- 
0,0082 seg: V 
O tamanho da funçao decremento, t'mãX , pode 
ser encontrada analogamente a förmula (VI.7), assim: 
Hmãx = nl x T (vI.11) 
sendo n1=l28 e T=0,0005 seg., temese t'mãx=0,064 seg. 
O nfimero de periodos da funçao decremento po 
de ser encontrado calculandoflse a razao entre t'mãX e t'm, 
c', 
a . --E-§- E 8 periodos 
ti
m 
podendo~se encontrar ainda o nfimero de amostras por periodo, atra-
~ Vës da razao entre t'm e T. 
t Í ---E- 5 16 amostras/periodo
T
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Usando o mëtodo do decremento logatitmico , 
seçao III.2.l capitulo III, pode-se calcular o fator de amorteci 
mento e a freqüência para cada oscilação das funçães decremento 
dos primeiros cinco exemplos anteriores. 
do as formulas (III.l), (III.5) e (III.6) 
Considerando pequenos 
guras VI.l4 a VI.l8 tem-se a tabela 
amortecímentos e usan 
para os picos das fí- 
19 exemplo 29 exemplo 39 exemplo 49 e xemplo 59 exemplo
j 
f1,C n1,C fl,c “l,c f1,c nl,c f1,c “l,c_ fl,c n1,c 
1 133,3 0,0621 125,0 0,0583 125,0 0,0595 125,0 0,0572 125,0 0,0639 
2 l25,0 0,0252 121,2 0,0244 121,2 0,0244 121,2 0,0247 125,0 0,0249 
3 125,0 0,0264 122,4 0,0261 122,4 0,0271 122,4 0,0260 125,0 0,0263 
4 125,0 0,0165 121,2 0,0160 121,2 0,0169 121,2 0,0195 123,1 0,0165 
5 l25,0 0,0131 121,9 0,0157 121,9 0,0166 121,9 0,0162 123,5 0,0168 
6 123,7 0,0118 121,2 0,0124 121,2 0,0126 121,2 0,0121 122,4 0,0135
Í 
Tabela VI.2 - Caracteristicas do sistema - 
rio no tempo 
funçao decremento aleatõ-
158 
Obs.: - Como definido anteriormente, seção III.2.l capitulo III, 
, ._ 4 
J e o numero de picos negativos entre as amplitudes toma 
das. 
Para todos os exemplos a la. amplitude considerada foi a 
do 29 pico positivo. A amplitudedo ultimo pico não foi u 
sada porque o numero de amostras que compõem a ultima os 
cilaçao esta incompleto, (14 amostras). 
- O indice " c " indica valor calculado. 
Da tabela VI.2, observa-se que para todos os 
exemplos as caracteristicas tendem a diminuir com o aumento de 
j. Alëm disso definindo: 
<&n1,c›j = <w¬1,C›j - < n1,c›j+1 ‹v1.1z› 
(j=l,;..,6)
A ve-se que, com o aumento de j, (éšnl c)j (j=l,...,6) diminui, is 
. 3 
' a roxima-se assintoticamente de . . to e, n1,c p ( U1,c) 3:6 
Assim, para todos os exemplos, serao conside- 
radas como caracteristicas calculadas os ultimos valores apre- 
sentados na tabela VI.2, isto ë, quando (j=6). 
Calculando a media destes valores tem-se: 
nl,c = 0,0125 
f1,c = 121,9 uz
159 
Obs.: Comparações com os outros resultados serao feitas na se- 
ção VI.7. 
b - Função decremento aleatõrio na frequencia 
Serão apresentados aqui os cinco primeiros 
exemplos da função decremento na freqüência. 
Sendo f z = 1000 Hz e n = 128 analoga- max 1
A mente (VI.8) encontra-se o intervalo de amostragem na freqüen- 
cia, assim: 
f - Ôf = _-*La-X- = 15,625 Hz 
(nl/2) 
A freqüência considerada para o sistema É 
122 Hz, assim 0 maximo pico da funçao para todos os exemplos, 
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VII.7 - COMPARAÇÃO ENTRE OS RESULTADOS 
'f 0 CaI`aCtEI`1SClC3.S 
MÉTODOS 
n1,c f1,c(Hz) 
\ I _ I l 
resposta livre ' 0,0027 
funçao densidade , _ 122,1 espectral media 0,0079 . 
modulo ao quadrado da ~ A . 0,0114 funçao transferencia 
118,3 
funçao decremento 0,0125 no tempo 121,9 
125,0
~ funçao decremento - . 10 na freqflencia 1 o'03 
Tabela VI.4 - Caracteristicas do sistema - comparaçao entre os 
resultados. 
Sem considerar a resposta livre, que no ca 
so não calcula a freqüência, a tabela acima indica para todos 
os metodos bons resultados para a freqüência. 
Comparando-se com o mëtodo da resposta li- 
vre o fator de amortecimento dado pela funçao decremento alea- 
tõrio no tempo apresenta-se bastante inconsistente. 
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No caso da funçao densidade espectral a pre 
cisao ainda nao ë boa, (erro Z = 58 Z). Contudo o metodo conhe 
cido mais preciso utilizado foi o do modulo ao quadrado da fun 
ção transferencia do sistema, neste caso os resultados apresen 
tam-se bem melhores, (erro Z = 9,6 Z).
H 
Para a função decremento na frequência as 
comparaçoes indicam que o resultado alcançado ë bem menos con- 
sistente. Neste caso o baixo numero de pontos utilizado preju 
dicou a precisão no calculo das caracteristicas. 
VII . 8- - coNcLUsÃo 
O uso de um sistema continuo permitiu a ve- 
rificação na pratica da funçao decremento aleatõrio. 
O S`J-.SÉBIU8 COHCÍDUO aSS€II1€1l'lOU"S8 3. Um SÍSÉG 
ma de 19 grau de liberdade, devido a excitação de somente um 
de seus modos, (19 modo), facilitando assim esta verificação.
CAPÍTULO VII 
CONCLUSAO E SUGESTOES 
v11.1 - coNcLUsÃo 
No capitulo II foi visto que a funçao decre- 
mento aleatõrio É a resposta livre do sistema relativa ã condi- 
ção inicial de deslocamento, subtraida desta condição. Sendo a 
condiçao inicial o prõprio nivel de seleçao ou de retirada de 
trechos "A". ` 
Foi verificado ainda que para a funçao decre 
4 , ~ 4 4 ~ mento aleatorio ter esta forma nao e necessario que a excitaçao 
seja um ruido branco, bastando anular a media da resposta do 
sistema. 
Sendo o sistema de 19 grau de liberdade e 
tendo pequenos amortecimentos, o uso da funçao decremento alea 
4 , , _ , .-.. , A p torio permite a utilizaçao de quaisquer dos tres metodos apre- 
sentados no capitulo III para identificar os parametros do sis- 
tema. 
Neste caso o fator de amortecimento calcula-
A 
do pelo decremento logaritmico apresentou uma consistencía ra- 
zoãvel e pelo mëtodo de largura de banda foi muito inconsisten- 
te. Isto ocorreu em parte devido ao pequeno nfimero de pontos e 
grande intervalo de amostragem utilizados, ver apêndice E.
l66 
Tendo o sistema mais graus de liberdade e pe 
quenos amortecimentos, ainda assim o uso da funçao decremento 
4 › ~ se torna valido, pois nesse caso a utilizaçao do metodo dos mi- 
nimos quadrados (capitulo III) determina tambem de forma con- 
ø A 'I sistente os seus parametros. 
No caso da detecção de falhas, verificou-se 
no capitulo IV, que esta funçao se altera com a modificação nos 
parametros dos sistema, mas não se altera significativamente 
quando ocorre modificações na auútaçeo aleatõria, podendo-se en- 
tão, identificar possiveis falhas independentemente da variação 
na excitação. 
~ , Uma outra vantagem do uso desta funçao, e o 
fato de sua anelise ser feita no dominio do tempo, eliminando 
assim o efeito de janela que ocorre no dominio da frequencia. 
Nos outros metodos apresentados no capitulo 
V, consideraram-se tambem sistemas com pequenos amortecimentos, 
sendo verificada inicialmente uma limitação: para serem repre- 
- f . . ~ . 4 sentativos do sistema e necessario que a excitaçao seja um rui- 
do branco. 
As outras limitaçees no caso do uso da fun- 
~ . _ . . . ~ ~ _ , çao densidade espectral seriam a identificaçao nao confiavel 
dos fatores de amortecimento, a necessidade de conhecer a exci- 
taçeo e ainda a sua variação com as modificações na excitação.
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Este metodo ficou tambem em parte prejudica- 
do pelo baixo numero de pontos considerados (apendice E). No ca 
pitulo VI alem de considerar-se mais pontos fez-se medias sobre 
as funções densidades encontradas o que melhorou bastante o cel 
culo dos parâmetros. 
As principais limitações no uso da funçao au 
tocorrelaçeo seriam a impossibilidade de utilizar o metodo dos 
minimos quadrados e tambem a sua variação com as modificações 
na excitação. 
No caso da função correlação cruzada, algu- 
mas das principais limitações seriam a necessidade de conhecer 
a excitação e a sua variação com as mudanças na excitação. 
'U P1 
flJ\ Ff |..a. No capitulo VI procurou-se comparar na 
ca os resultados obtidos pela funçao decremento aleatõrio com 
os resultados encontrados atraves de metodos conhecidos - res- 
posta livre do sistema, função densidade espectral media e mõdu 
lo ao quadrado da funçao transferencia. 
O metodo conhecido mais preciso utilizado 
~ A foi o do mõdulo ao quadrado da funçao transferencia, neste caso 
o fator de amortecimento encontrado aproximou-se muito do calcu 
lado pela funçao decremento aleatõrio. 
Assim pode-se concluir que a função decremen
168 
.- to aleatõrio completa de forma util os metodos classicos, sen- 
do um dos metodos mais consistentes para detectar falhas e i- 
dentificar os parametros do sistema, quando ocorre variações 
na excitaçao. Apresentando bons resultados mesmo quando o sis- 
tema considerado ë pratico. 
O principal interesse do uso da funçao decre 
mento na identificação É dado pela facilidade com que permite 
separar os modos que ocorrem prõximos da mesma freqüência natu 
ral, e no caso da detecção de falhas, É dado pelo fato de não 
variar significativamente com a mudança na excitaçao. 
v11.2 - sUcEsTõEs 
a) Analise estatistica da função decremento 
aleatõrio. Alguns dos objetivos da analise seriam otimizar o 
nivel de seleção "A" e o numero de trechos retirados "N",e com 
~ , ` , ~ _ ' parar a funçao com a resposta livre do sistema a condiçao ini- 
cial de deslocamento. 
b) Atravës de um processo iterativo poderia- 
se tambem, otimizar "A" e "N". Uma das finalidades desta oti- 
mização seria diminuir o tempo de processamento. 
c) Analise computacional dos metodos apresen 
~ ~ 4 , 4 tados. Sabe-se que a obtençao da funçao decremento aleatorio e 
dada por uma mëdia no tempo da resposta do sistema não havendo 
multiplicaçoes nem a transformação para a frequëncia.Assim, o
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tempo de processamento apresenta-se menor do que nos outros më- 
todos. 
d) Desenvolvimento de um programa que separe 
f A os modos que ocorrem proximos da mesma freqüencia natural usan , _; 
.. do o metodo dos minimos quadrados. 
e) Desenvolvimento de um programa que com a 
variação de "A", calcule a funçao densidade da probabilidade pa 
ra um periodo de oscilaçao da funçao decremento de um sistema 
de 19 e 29 graus de liberdade. 
f) Aplicações praticas da funçao decremento
A aleatõrio. Neste caso pode-se calcular os parametros de um sis- 
tema prãtico (29 graus de liberdade), atraves da aplicação dos 
minimos quadrados sobre a funçao decremento da sua resposta. A 
banda de excitaçao do sistema deve ser suficiente para retirar 
sõ dois modos. 
Para uma aplicação mais geral seria necessã- 
rio escolher de forma mais rigorosa uma boa localização para o 
transdutor e a utilizaçao de um filtro sobre a vibraçao retira- 
da da estrutura |4 
|
. 
g) Desenvolvimento de um programa em micro- 
processador que permita o calculo da funçao decremento a1eatõ~ 
rio em situações praticas de forma "on-line".
APÊNDICE A 
ESTRUTURA DOS PROGRAMAS 
A-1- RELAÇÃO DAS SUBROTINAS E SUAS FINALIDADES 
A.1.1 - Subrocína RUÍDO 
Gera atraves da função RANDOM, inaxna do com 
putador, um ruido com distribuiçao uniforme entre 0 e 1. Trans 
forma a seguir a distribuiçao uniforme em distribuiçao normal, 
|7[, obtendo na saida um ruido branco gaussiano, (excitação). 
A.l.2 - Subrotina FILTRO 
Simula um filtro passa baixa de funçao trans 
ferencia dada por: 
jwT 




e J +d2 el +d3
2 onde T = Íg , dl = 0,0114, à2 = -1,027, A3 = 0,264 
Tendo como entrada o ruido branco, o filtro 
reduz a banda de freqüência da excitação. 
Obs.: Dependendo da banda desejada para a excitação a subroti 9 ..- 
na FILTRO pode ser suprimida ou não. '
17l 
A.L3 - Subrotina RKUTTA
A Simula um sistema mecanico de um grau de li 
berdade pelo processo Runge-Kutta. 
O sistema É representado por uma equação di 
ferencial de segunda ordem. 
Utiliza as subrotinas RUNG e FUN. A subroti 
na RUNG calcula iterativamente a resposta do sistema e utí1íZ8 
a subrotina FUN para calcular os argumentos. 
' A-1.4 - Subrotínas RKUTTI e RKUTT2 
Simulam um sistema mecânico de dois graus de 
liberdade pelo processo Runge Kutta. 
O sistema É representado por duas equaçoes 
diferenciais de segunda ordem. 
Cada subrotina Símula uma eqUa§a° 
diferencial, tendo excitaçoes e respostas independentes- 
A resposta do sistema É dada pela soma das 
respostas de cada equação diferencial. 
Da mesma forma anterior as SUbr0tifl&S RKUTT1 
e RKUTT2 fazem uso das subrotinas RUNGl, RUNG2› FUN1 9 FUN2-
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As subrotinas RUNGl e RUNG2 calculam de for 
ma iterativa a resposta de cada equaçãø diferencial e 
utilizam respectivamente as subrotinas FUN1 e FUN2 para o cãlcu 
lo dos argumentos. 
A.l.5 - Subrotina ZMEDIA 
Esta subrotina anula a media temporal de um 
sinal qualquer. 
Tem como entrada a resposta do sistema. 
Obs.: Existem alguns casos, mostrados no transcorrer do traba- 
lho, nos quais a subrotina ZMEDIA não É usada. 
A.l.6 - Subrotina TRECHO 
Esta subrotina atua sobre a resposta do sis 
tema, tendo a resposta media temporal nula ou nao. 
Tem como objetivo encontrar o tamanho neceâ 
sãrio da resposta do sistema tmãx, tal que dado um nivel de se 
leção A sejam retirados um numero de trechos pre-fixados N. 
O seu uso ë importante, porque conhecendo-se 
o tamanho da resposta do sistema, tmãx, para um dado A e N, pg 
demos a seguir calcular a função decremenmo_ aleatõrio, tamo- 
-se pleno conhecimento de todas as variaveis envolvidas.
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Obs.: S5 É usada quando a funçao decremento aleatõrio É cal* 
culada. 
A.l.7 - Subrotina DECAL e
Esta subrotina É utilizada para gerar a fun 
~ 4 çao decnemento aleatorio a partir da resposta do sistema, co 
nhecendo-se t z , A e N. max 
C0m0 foídesmfito na seção II.2, a função de
z çrementg aleatõrío e essencialmente uma media de trechos de 
tamanho determinado retirado da resposta do sistema.
z Como a resposta do sistema É aleatoria a 15 
gica para a retirada de trechos se torna mais complexa. 
~ , A seguir serao descritas as principais logi- 
cas utilizadas nesta subrotina. 
Pode-se separa-las em duas lõgicas princí- 
pais: 
l) Retirada exata de trechos 
Esta logica apresenta pouca probabilidade de
~ uso mas deve ser considerada. Neste caso o nivel de seleçao A 
coincide com a amplitude amostrada da resposta do sistema. 
Esta logica pode ser subdivídida ainda em:
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1.l-Retirada exata inicial
4 Quando o trecho e retirado da resposta do sis 
tema em t = O. 
1.2-Retirada exata com inclinação positiva
A Neste caso o trecho e retirado tendo a res- 
posta do sistema inclinação positiva. Devem ser consüknadas aqui 
duas novas situaçoes - quando a amplitude seguinte a da retira 
da do trecho ë maior ou menor.
~ 1.3-Retirada exata com inclinaçao negativa 
Neste caso o trecho E retirado tendo a res- 
posta do sistema inclinação negativa. Da mesma forma anunior de 
ve¬se levar em consideraçao o valor da amplitude amostrada que 
se segue a retirada do trecho. 
2) Retirada interpolada de trechos 
Esta logica tem muito uso, pois em geral o 
nivel de seleçao A não coincide com a amplitude amostrada. Sen- 
do 0 periodo de amostragem pequeno, É feita uma intermflaçao atra 
ves de um segmento de reta encontrando um novo conjunto de am- 
plitudes para o trecho retirado. Este conjunto terã entao como 
primeira amplitude o proprio nivel de seleçao. 
Pode¬se subdividir essa logica em:
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2.1-Retirada ínterpolada com inclinação po 
sitiva 
Neste caso a interpolaçao para a obtenção do 
trecho ë feita tendo a resposta do sistema inclinação positiva. 
2.2-Retirada ínterpolada com inclinação ne- 
gativa 
Aqui a interpolaçao É feita tendo a resposta 
do sistema inclinação negativa. 
Obs.: Quando o ultimo trecho retirado não contêm todas as ampli 
tudes necessarias para formar o conjunto de amplitudes,as 
~ - restantes sao completadas com zeros. 
A.1.8 - subrozina REGIÃO 
Esta subrotina ë utilizada para calcular a
p 
, A , , ~ ~ variancia e o desvio padrao da funçao decremènto a1e&C0rí0› 
com a finalidade de obter uma região padrao. A regiao padrao de 
pende do nivel de confiança desejado, no caso 80% Para 19G-L- e 
68,27% para 29G.L.› ` 
Tem como entrada a funçao decrementø alea 
tõrio. 
A,1.9 - subrotina EFTTF e BITREV, |3L 
Estas subrotinas trabalham em conjunto e são
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utilizadas para achar a transformada rapida de Fourier de um 
sinal no tempo. = ' 
A primeira calcula a transformada rapida de 
Fourier, mas fora da ordem bitransversa e a segunda ordena osre 
sultados da primeira. 
Tem como argumentos o sinal de entrada o ng 
mero de pontos amostrados N, e ainda M e SIGN, onde: 
N=2M
e 
SIGN = 1, para executar a transformada direta. 
SIGN = -l, para executar a transformada inversa. 
O sinal de entrada deve ser uma funçao com 
plexa, sendo real, o campo imaginário deve ser preenchido mmlze 
ros. 
A seqüência de utilização É primeiro a FFTTF 
e a seguir a BITREV, que tem como argumentos o sinal de entrada 
e o numero de pontos amostrados. 
A.1.lO - Subrotina AUTCOl
~ Calcula a funçao autocorrelação da resposta 
do sistema de um grau de liberdade.
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O cãlculo É feito passando para a freqüência 
a excitaçao do sistema com o uso de FFTTF e BITREV onde SIGN-1. 
A seguir É calculado o modulo ao quadrado da excitação nã fra” 
quëncia e o resultado ë dividido pelo seu tamanho, dando a fun- 
çao densidade espectral da entrada. 
Multiplicando ponto a ponto pelo mõdulo ao 
quadrado da funçao transferencia do sistema e fazendo a trans- 
formada inversa com o uso da FFTTF e BITREV com SIGN =-l, obtem- 
-se a funçao autocorrelaçao para um grau de liberdade. 
A.l.ll - Subrotina CORCl 
Calcula a funçao correlação cruzada da res 
posta do sistema de um grau de liberdade. 
O calculo É feito passando para freqüência a
. excitaçao do sistema com o uso da FFTTF e BITREV onde SIGN - l. 
A seguir É calculado o modulo ao quadrado da excitaçäona fre" 
quëncia e o resultado É dividido pelo seu tamanho, dando a fun- 
ção densidade espectral da entrada. 
Multiplicando ponto a ponto pela funçao trans
A ferencia do sistema e fazendo a transformada inversa com o uso 
z ~ ~ da FFTTF e BITREV com SIGN - l, obtem-se a funçao correlaçmo cru 
zada, para um grau de liberdade.
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A.l.l2 - Su ' brotina AUTCO2 
Calcula a função autocorrelaçao da resposta 
do sistema de dois graus de liberdade. 
Analogamente a AUTCO1 calcula a funçao densi 
dade espectral da excitação de cada equação diferencial indepen 
dentemente.
_ 
MultiPlica cada funçao densidade especmal pe 
lo modulo ao quadrado das respectivas funções transferencia. 
A seguir faz a transformada inversa de cada 
termo separadamente somando os resultados, o que nos dã a fun- 
çao autocorrelaçao para dois graus de liberdade. 
A.l.13 ~ Subrotina CORC2 
~ ~ Calcula a funçao correlaçao cruzada da res 
posta do sistema de dois graus de liberdade.
~ Analogamente a CORCI calcula a funçao densi 
dade espectral da excitação de cada equação diferencial indepen 
dentemente.
~ Multíplíca cada funçao densidade espmxral pe 
las suas respectivas funçoes transferencia.
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A seguir faz a transformada inversa de cada 
termo separadamente somando os resultados, o que nos da a fun- 
ção correlação cruzada para dois graus de liberdade. 
A.l.l4 - Subro ' tina GRAFIC 
Esta subrotina É utilizada para qualquer saí 
da em grafico. Tem como argumentos a amplitude,abcissa e o com- 
primento do sinal. 
Pesquisa tambem a maior e a menor amplitude 
do sinal. A menor amplitude É subtraida da maior e o resultado
4 e dividido por l00. Este É o menor valor que a subrotina pode 
representar. 
A montagem do grafico É feita colocando tra- 
ços verticais para o nivel zero e traços horizontais para as am 
plitudes, onde os seus valores são posicionados atraves de aste 
riscos. 
Se o sinal sõ tem valores positivos, os tra- 
~ ` ços verticais indicando o eixo do zero sao suprimidos. 
Imprime junto com o grafico o valor das ah 
cissas e das amplitudes.
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A.l.15 - Su ° brotina LERP 
Esta subrotina ë utilizada no início do progra- 
ma em FORTRAN que calcula a função decremento e serve para 
ler a resposta do sistema montado em laboratorio. A resposta 
foi inicialmente gravada em fita de papel, sendo a seguir trans 
ferida para fita magnëtica do CPD da UFRGS, servindo agora como 
banco de dados para o programa, seção VI.4.2 capitulo VI. 
A.l.l6 - Subrotina RMS 
Calcula o valor "RMS" de qualquer sinal no tem- 
po. O valor "RMS" calculado sobre a resposta do sistema E utili 
zado como referência para a escolha da amplitude de retirada de 
trechos A, sendo esta necessaria ao cãlculo da funçao decremen- 
to aleatõrio.
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.2- PROGRAMAS-DIAGRAMAS EM BLOCO'DAS SUBROTINAS 
A.2.1 -Programa para gerar a funçao decremento alemfirío matem 
Po, no temgo normalizada, na freqüência e a regiao pa- 
drao 
Obs.: O indice "c" indica valor calculado 
A.2.l.1 - Sistema de um grau de liberdade . 




ü1FUN MED Ez; 
fu :do ruado 1 1 1 
br¿m(0 L0lOF`|do geípâsta COILIH A¡N,TfT1á× 
` ' ' m |¿! n 
° óyT <ó{‹'›~A5/A 
decremenfo gr¿¡f¡¿0 dec. aleat g ‹-¿f ¡w 
1 fz' .f ó f' +` _ ~ . aee “O em” 
VÊ 




óy¿+›:1,2e 0y¿+'› ,_ _ _ _ _ _ . _ _ _ _,
1 
9 sub. 1 suba } sub. 
A 











d Jr sup. e mf. dyá1)1'1,28Ú%(1') GC-alea *freq- 
® SU b- Qráf ico 
Dyáf › 
Figura A.1 - Programa para gerar a funçao derremèrntoi ã1@8t51`í0 ' Sístema 
de um grau de liberdade.
_
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_A.2.1.2 - Sistema de dois graus de liberdade 




1,z 01,6 K2 1 2 
Li 1 
1I'.branco 1r‹.olorid0 
W só > _~@ 
¡ s 
Í* W” «z 'W 
zr. branco 2r.color` 0 ¿í~ nd 4 
sub mam
* QD*-° `”“ 
W Sub. sub. Q ° 
l 1 
RECHJ 









deçateaf. gráfico ¡« 
decaleat graflco 





LLL2 sub. l=2`| sub. ' 5Ub~ sub' ' 6 ø emo 
t 





____í“ ____ --.É fwifzâ 
'99' .° §¡"3*¡¢° 
. deoaleat. 
Sup. e mf. d (T1:'|,O (Íqü) . freq. 
qbf. y:2 1¡(' :2 
SU b. 9 '11' @- uz» ézzâ; 
Figura A.2 - Programa para gerar a funçao decremenco aleatõrio - sistema 
de dois graus de liberdade.
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A.2.1.3 - Sistema montado em laboratorio 
YCITI 
IU b. I IU b. V I . I L R 1 1 MS I u¡_¡_ I 
feflvósfa 1zz¡mr.z zm com 
I 
valor mas A,N,f,,,¿, 
S.laboraIor¡o de th) médua nula de yc(T) 
dyáfl z 1,z¿‹1,¡áf'› 
` 






e . . 
1
9 
decremenfo gráfico r¢g¡.¿'0 
' 
V 
'gr¿'f¡c°. ateat-Tempo dyC('r) supemfi ¢yc(f)t1'z50yÉf) 
D (H 9 I sub. sub, yc Dym 












I I | I I I I I I I I 1 
___: 
Fígurw A.3 - Programa para gerar a função decremento aleatõrío - sistema 
montado em laboratorio.
l 
Obs.: ~ No caso do sistema montado em laboratorio a fun- 
~ 4 ~ › çao decremento aleatorío no tempo nao foi normali 
zada.
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- Para os sistemas simulados quando ë necessãrio anu- 
lar a media do ruido colorido a subrotina ZMEDIA É 
colocada na saida da subrotína FILTRO. Sendo a exci- 
tação considerada um ruído branco as subrotinas 
FILTRO e ZMEDIA são retiradas. A lõgica de normaliza 
ção ë usada sõ para comparação com a funçao autocar- 
relação. 
A.2.2 - Programa Rara gerar a funçao densidade esbectral 
A.2.2.1 - Sistema de um grau de liberdade. 
sub. RKUUA ;" ` " " `  `  ` " `  "'




r. branco resp. respfim 
5.1 G.L_ freq, 
`<(/7 
" 
2 í Iyá” 






Figura A.4 - Programa para gerar a funçao densidade espectral - sistema 
de um grau de liberdade.
A.2.2.2 - Sistema de dois graus de liberdade 
' I cfi) O cm 
Í 
ë z< >}-¬® }__@ SUb_ éf) Q2 T) 
2r.brónco 
` q W* `Sub.RKUTT'| 1p1ë1) 
'ht Í=2 
: 






(:)-- ~U ___s|sr×1=1____ ' 
¢2,g) resp.S.2G.L. 
J «aqi 
-Sqgf) : ÍQ}fP'\l==2\2 
l 





Figura A.5 - Programa para gerar a funçao densidade espectral - sistema 
de dois graus de liberdade. 
A.2.3 - Brograma para gerar a fungão autocorrelagão 
A-2.3.1 - Sistema de um grau de liberdade 
ä bz”/M b. f((1) b_ R. +3 . | ` 
J 
A Q ¡ R 
i 
r. branco auT0f.0l'f€'l¿Çã0 Qfá fito au1ocorT etãçfib gráfico 
1 G.l_. 
Ryáf) normalizada Rg)/R Q” 
onde a subrotina AUTCO1 É dada por:











fi¶H; Sub. Sub. FW) F. 
¡ 
)|2 
Sub. ab_ Ú 






_ _ _5'_G'i=_ _ _ _ __'5_'<iNí"l _ _ _ l__ L _ _ _ _ _ _ _ . _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ___ mod ao quad. 
r. branco ¡.-_ I S-gema - 
freq. 
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Figura A.6 - Programa para gerar a funçao autocorrelação - sistema de um 
grau de liberdade 
Obs.: A normalização da autocorrelaçao É feita somente para 
sistema de um grau de liberdade. 
A.2.3.2 - Sistema de dois graus de liberdade
O 
sub. 1) - 01 ” 0 ë _ R ‹+›L2 
1 
N1.é”=Q1.¿***_*%Â__ KW2 (š1"'1 “M 
1r.br¿1nr
' 








Znbramo 2 G L_ 
sub' gráf ico Ó » Rm;
Í 
Rq1,(c)L= 
onde a subrotina AUTC02 É dada por:
exut 
I eq. I eq- freq\ 




z TTF : E I`m¿ FTTF ITREX 
I 
I
I XG* wndaoqua exm 











|| .I II II II II II 
-J
I I I I I I I I 
N







































_Ie×¿.|t modao quad. 
F.T. I. eq. 
-1 











I I I I I I I 
I b. Sub. |N¡£/II 
. 
2 sub, sul; I 




Figura A.7 - Programa para gerar a funçao autocorrelação - sistema de 






- Programa gara gerar a funoao correlação cruzada 
A 2 4.1 - Sistema de um grau de liberdade 
RUIDO CORCI GRAF O R oc) 
I)/,c 
r. branco C0IT€I<=IÇ5° cruzada 






Qfl | | sub. sub. f) E§)|2 
f) 
_ SUb_ _T___. 
TTF “REV 
I 
*mãx H* TTF ITRE › 
L.__________ _ _ _ _ _ ___ 
'.._.... 







I | I ¡ I | | 1 
\__.. 
--_› ‹h RW,Ç 
r. bràmo 
fl.eq_ F. T. sisíema 
de um grau de liberdade. 





fl;Q1'¿fl‹ _Ê2;¿2 K1‹›|(Z_(,š 
Sub. 
RN'(g,( 




Zr. branco 2 QL' 
ø ii ~ M 
ñ, R r 
N.¡T1,( 
onde a subrocina CORCZ ë dada por:
88
""| 








' N1,é' Sub sub ,/Kg' I/\/159' 
'H1(H 
I sub_ sub. 
Y 
'I TF â: T' ' 
'I srcN=1 '




Z }L ht 
2 efl. freq. 
F.- __§'§'\_'_=-1- _ _
< 
sub. sub. 'Âëf' |Í\šÊf)|2 ' Sub. sub.
ç 
1 H 





V UF ITRE I 
e×zzâ+., L s|eN=1 I L _ _ _s_|gN_=¿1_ __ 
z zq.r_í:::'_'_'_'_ mn. _ _ _ _F_T~_25<\_~ __ _ _ _ _ __ _ _ ___ 
Figura A.9 - Programa para gerar a funçao correlação cruzada-sistema de 
dois graus de liberdade. 
I I I I I I I I I I I 
-I








Obs.: Na determinação da autocorrelação e correlação cruzada 
os sistemas não foram simulados atraves do processo huge-
~ -Kutta, e em quase todos os casos as excitaçoes foram rui 
dos brancos.
APÊNDICE B 
EXCITAÇOESVE RESPOSTAS DOS .<ISTÊMAS7.<`I`MUI.VADOS (TEMPO) 
Neste apêndice serao mostrados os grãficosno 
tempo de trechos iniciais das excitaçoes e respostas dos siste- 
mas simulados 
As excitaçoes e as respostas podem ser subdi 
vididas: 
1) quanto ao sistema (um ou dois graus de li 
berdade) 
2) quanto a banda de freqüência (ruido brag 
co ou colorido) 
3) quanto ao tipo de excitação (inicial ou 
nova excitação) 
3.1 - Exc1TAçõEs 
B.1.l - Ruidos brancos.gaussianos
I 
, mw, ¬W1"¡,r.'l.¡.".,., 
q
ã 














Figura B.3 - Terce1ro ruído branco. 
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V WM 
Figura B.4 - Quarto ruído branco. 
- Ruídos coloridos ~
Usando o filtro dado por (A.1), obtem-se 
0 ~ 1'f 




o W W 












Figura B.8 - Quarto ruido colorido. 
Para o sistema de um grau de liberdade tmvse a excitação 
y-1. 5 H. O ¡›-I. W 7-* dada pelo primeiro ruido branco ou colorido, seg 
do a nova excitaçao dada pelo segundo ruido branco ou co- 
lorido. 
Para o sistema de dois graus de liberdade tmse como exci 
taçoes |-4. :Í p-4. O pó. W |-1. U3 o primeiro e segundo ruidos brancos ou co 
loridos sendo as novas excitaçoes dadas pelo terceiro e 
quarto ruidos brancos ou coloridos. 
~ ,. Para a funçao decremenLQ aleatorio considerou-se em ge 
ral excitaçoes dadas por ruidos coloridos e no caso dos 
.- metodos classicos ruidos brancos.
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” Quando considera-se as respostas dos sistemas deve-se le 
B.2 ~ 
¡v¿+› 
4 A var em conta tambem os parametros usados. 
RESPOSTAS DO SISTEMA DE UM GRAU DE LIBERDADE 
B.2.1 - Sendo a excitação inicial o primeiro ruido branco. 
M m im/Wi 






Figura B.10 - Parâmetros - (nl = 0,01, ml = 300 rd/s).
~ B .2.2 - Sendo a nova excítaçao o segundo ruido branco 
O f 
Figura B.11 - Parâmetros - (nl = 0,001, wl = 300 rd/s). 
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wi* wq 
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. - Sendo a excitação inicial o primeiro ruído colori 





1? \ I 





















Figura B.14 - Parâmetros - (nl = 0,1, ml = 300 rd/s). 
B.2.4 - Sendo a nova excitação o segundo ruído colorido
1 

























\/ U \Í 
\) 
\¡' \1 \/ 
0-«\ r ¡, Í f 
Figura B.15 - Parâmetros - (nl = 0,001, wl = 300 rd/s).
1 
/\ ix .` f| 
B.2.5 - Sendo a excitação inicial o primeiro ruído colori 
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Figura B.17 - Parâmetros - (n1==0,0O1, ml = 700 rd/S) 
o ` Í 
*\ 
Í \ Í Ç 
*
r 




Figura B.18 - Parâmetros - (nl = 0,1, wl = 300 rd/s). 
B.2 6 










- Sendo a nova excítagao o segundo ruído colorido 


























- RESPOSTAS DO SISTEMA DE DOIS GRAUS DE LIBERDADE 




Figura B.20 - Parâmetros - (nl = 0,001; ml = 300 rd/s), 














B.3.2 - Sendo as excitações iniciqís o primeiro e segundq














Figura B.2l ~ Parâmetros - (U1 = 0,001, ml = 300 rd/S 
(nz = 0,04, mz = 400 rd/s). 
, qm' 1»< 1=z 
), 
00 `Í * 1 
Figura B.22 ~ Parâmetros - (U1 = 0,001, wl = 600 rd/S 










(nz = 0,04, mz = 2000 rd/s). 
- Sendo as novas excitaçoes o terceiro e o *quarto 
ruidos coloridos de media nula 
' U' 
0 1 
Figura B.24 - Parâmetros - (nl = 0,OO1,Q1 = 300 rd/s), 
(U2 = 0,04,u)2 = 400 rd/s),
B.3.4 - Sendo as excitagões iniciais o primeiro e segundo 
z ~ ruídoscolorídosmedía nao nula. 
Figura B.25 - Parâmetros - (Ui = 0,OO1,®1 = 300 rd/s), 








Figura B.26 - Parâmetros - (U1 = 0,001,wl= 600 rd/s), 



















Figura B.27 - Parâmetros * (U1 = 0,001,w1 = 300 rd/s), 
(U2 = 0,04,w2 = 2000 rd/s). 
B.3.5 - Sendo as novas excitagões o terceiro 
doscoloridos de mëd' ~ 
Hwnu 
F2 
e quarto rui" 




Figura B .28 - Parâmetros - (U1 = 0›001›w1 = 300 rd/5)* 
(nz = O,04,w2 = 400 rd/s). 
Obs.: O intervalo de amostragem usado Para gerar as ex ' ~ 
e as respostas dos sistemas ' 
citaçoes 
e T = 0,001 s.
APÊNDICE c 
MoDÊLos MATEMÃTICOS Dos SISTEMAS SIMULADOS 
C.l - SISTEMA DE UM GRAU DE LIBERDADE 
Foi usado um sistema, (massa -mola -amortece 
dor), dado matematicamente por: * 
onde 




C 1 znw :___ 
1 1 m 1 
Tara simulação pelo metodo Runge-Kutta tranâ 
forma~se (C.1) em equações de estado: 
fazendo 
= y(t) 
= s2(t) = y'(c) 
s¿<‹z› = y"<z> = -2n1w1y'<t› - zz›Íy<r› +f<r›
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assim as equações de estado são dadas por: 
Sí(t) = s2(t) 
' 
(C.2) 
s¿‹z› = -zn1‹»lS2‹z› -wÍS1‹z›+f<z› 
C.2 - SISTEMA DE DOIS GRAUS DE LIBERDADE (PEQUENOS AMORTECIMEN- 
TOS) 
Foi usado um sistema, (massa-mola-amoruumdofi, 
dado matematicamente por: 
[ml <q°¿<z›>+[C] {‹z¿‹z>> + M {q1‹z>> ={Q1‹z›> 
q§(c) qè(t) q2(t) Q2(t) 
ml O 
s 
L J mz 
C1+C2 -C2 






e as duas soluções do problema de autovalor associado com a mí
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'triz de massa e de rigidez É dada por (II.38) com £ =2: 
(í) (1) Kl+K2 -K2 
¶ <€1 
2 
ml 0 bl 
' 
. = . . '= (c.4) (1) “1 (1) 1 1›2 -K2 K3+K2 bz O m2 bz 









sendo a matriz modal: 
bu) b(2 
(c.5) 
) 1 1 
[bj = 1 1 
} 
= (c.ó) 
(1) (2) 1 _ 2 1 _ 2 bz bz í;[K1+K2 “1m1] í;[K1+K2 “2m1] 
8 a Sua CrânSpOSta2 
1b1T = 
usando (II.45) e sendo 
pode ser dada como: ' 




o sistema de dois graus de liberdade (C.3)
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¢è'(c) 0 2n2w2 wè(r) 0 mz w2(t) N2(t) 
onde \ 
Nim Ql<‹z› 
= [b]T (c.9) 
N2<t) Q2(t) 
substituindo (C.7) em (C.9) e fazendo a multiplicaçao tem-se 




N2(t) Q1(t) + `”í;"[K1+K2`“2m11 
substituindo (C.10) em (C.8) Qbtmmme duas equaçoes diferenciais 
de segunda ordem desacopladas representativas do sistema, assim 
Q (t) 
.. . 2 2 2
_ w1(t) +2“1“1¢1(t) +“1w1(t) = Q1(t) +`T§;`{k1+K2`“1mii 
(c.11) 
H 2 Q2(t) 2 
usando (II.40) as respostas do sistema serão dadas por: 
q1(t) ¢1(t) 
= [b] (C.12) 
q2(t) ¢2(t)
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substituindo (C.6) em (C.12) e multiplicando tem-se: 
q1(C) 1lJ1(t) + '~P2(C) 
= 
w1‹c› 2 w2<~z› 2 
(C'13) 
q2(t) _`1<_2_[K1"K2`“°1mJ"`_í;`{K1+K2`“”2m11 
considerando somente a resposta da massa ml fica¬se com: 
q1(t) = \p1(c) +\1›2(t) (C.14) 
analogamente Ã um grau de liberdade (C.l1) É transformada mnquã
~ tro equaçoes de estado sendo simuladas por dois Runge-Kutta 
para o primeiro Runge-Kutta tem-se: 
sè( 
sí(t) = s2(t) 
Q (r) 
t) = -2n1‹»1s2(t) -w'Ís1(t) +Q1(1;) +--'?'-Í--¡iK1+K2-(›):Ím1:| 
e para o segundo Runge~Kutta: 
t) =S (t) Si( 2 
'Q (t) 2 2 2 S§(“) `2“2°°2S2(`°) `“*2S2(t) +Q1(“) "_2“`{K1"K2`°°2m1] 
A resposta da massa ml do sistema É dada so
~ mando as respostas de cada Runge-Kutta como mostra a equaçao 
(C.l4)
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Obs.: Os sistemas tem velocidades e deslocamentos iniciais, da- 




VARIAÇÃO DA FUNÇÃO DECREMENTO ALEATÕRIO com o NÍVEL DE 
SELEÇÃO "A" E O NÚMERO DE TRECHOS "N" 
Este apêndice mostra exemplos da fun- 
çao decremento aleatõrio para alguns valores de A e N. 
Tem como objetivo indicar uma relaçao prá 
tica entre A, N e o tamanho da resposta do sístems tmäx, de tal 
forma que a obtençao da funçao decremento aleatõrío fique mais 
otimizada. 
Serã considerado como exemplo o sistema 
simulado de um grau de liberdade tendo como parametros w1=OJml 
e n1=3O0 rd/s, e como entrada o primeiro ruido branco. 
No capitulo V seçao (V.3) foi feito uma 
~ ~ comparaçao entre a autocorrelaçao e o decremento aleatõrio, nes 












Figura D.1 - Função decremeñto aleatõrio, A.= 4000;DJ= 500 ; tmãx== 9,082 Seg 
com a diminuição de A e mantendo N fixo, tem¬se:'








` V ` 















W \ 'f'm¿×=o,oõ3s 
A: [Ê ñ 
/\ 
1 ' 71,. 
\/\J\ 
Figura D.4 - Função d€Cr€m@flC0 aleatõrio, A = O; N = 500 ; tmäx = 5,220 Seg 
Como pode ser visto pelos graficos apresentâ 
dos, com a diminuição de A mantendo N fixo a função se apreseg 
ta cada vez mais deformada devido a uma maior componente de rui 
do, sendo entao necessario aumentar o nfimero de trechos retira- 
dos N. 











Figura D.5 - Função decremento -aleatörio, A = 100, N== 995; tmäx = 10›40Ô se 
Poderse ver pela Figura D.5 qug se A dimi- 
nuir o aumento de N faz com que a funçao novamente se apreseflfie 
sem distorção. « 
Considerando ainda a mesma situação apreseg 
tada na Figura D.1 e,aumentando A mantendo N fixo a finção nao
/ 
Se apresenta deformada mas o tamanho necessario para a resposta 





_ A`_+.._r_.___¬.+_ JJ_e+._ 
\' b
Í 
Figura D-6 _ Função decremento~ aleatõrío, A= 4500; N= 500; tmãx= 10$04 Seg 
Deve então existir um compromisso na escolha 
de A pois, se por um lado A.for muito pequeno, o numero de tre- 
chos necessãrios serã excessivo o que aumentaria tmãx e o pro- 
cessamento. Por outro lado se A for muito grande tmãx aumentarã 
desnecessãriamente. 
Obs.: No artigodoCo1e I4', a função decremento aleatõrio foi 
obtida considerando N = 500 e A igual ao valor RMS do sí- 
nal. 
Obs.: Foram usados 64 pontos para determinação da função, e o 
periodo de amostragem ë T = 0,001 S.
APÊNDICE E 
INFLUENCIA Do NÚMERO DE PoNTos E INTERVALO DE AMosTRAcEM soERE 
o CÁLCULO Dos PARÃMETRos E A DETEcçÃo DE EALEAS Dos SISTEMAS 
SIMULADOS 
Dependendo do numero de pontos "n" e do interva 
lo de amostragem "T" escolhidos, os parametros dos sistemas te 
rao maior ou menor precisao, podendo em alguns .casos nao .se- 
rem calculados. 
No caso da funçao decremento aleatõrio estes cäl 
A ~ culos foram feitos tanto no tempo como na freqflencia, seçao 
III.2.l e III.2.2 para l9 grau de liberdade e seção III.4.1 e 
III.4.2 para 29 graus de liberdade, capitulo II. 
Foram feitos também cãlculos dos parametros para 
a funçao densidade espectral, seçao V.2-b para 19 grau de li- 
berdade e seçao V.2-c para 29 graus de liberdade, capitulo V. 
A seguir serã apresentado de forma rapida o teo- 
rema da amostragem no tempo, sendo dado logo apõs critërios , 
lál, para a utilização de "n" e "T" quando do cãlculo dos pa- 
rãmetros, devendo-se tambem considerar critëríos para a detec- 
ção de falhas, capitulo IV. 
Serão apresentados também os valores de "n" ,"T"
A e das freqüências naturais usadas ao longo do trabalho, fazen- 
do-se uma anãlise critica dos resultados alcançados.
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E-1 - TEOREMA DA AMOSTRAGEM NO TEMPO 
O teorema da amostragem no tempo estabelece que: 
'_' ^ um sinal que nao tem componentes de freqüencia acima da fre-
A - qüencía fmãx Hz,deve ser determinado de forma unica pelas suas 
3.IIlOSC ragens tomadas a intervalos uniformes menores ou iguais a 
1/2 fmgx. 
assim sendo: 
,- T,o maximo intervalo de amostragem no tempo, 
, .- 
f1`I18.X 9
^ 8 maxima freqflencia do sinal, tem-se: 
T=-1- <E.1› 
Zfmãx 











fa= 2.x fmãx = “Ê” 
( E.3 ) 
~ = x T t max n ( E.4 ) 
o intervalo amostragem na freqüência 
,- 
, e o maximo tamanho do sinal ' 
nfimero de amostragens consideradas para 0 sinal 
A O O' 1 freqflencia minima de amostragem. 
Por uma questao de coerência com as notaçaoes anteriores, 
no caso da funçao decremento, "n" e "tmãx" das fõrmulas 
ac ' a "' ' ' ' H u u 1 __ u im sao substituidos por nl e t max ,
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E-2 - CRITÉRIO USADO PARA DETECÇÃO DE FALHAS 
Neste caso serão analisadas as funçoes decremen- 
to aleatõrio dadas no capitulo IV, sendo suficiente que a fre 
qüëncia do mais alto modo considerado seja menor ou igual a ma 
xima freqüência de amostragem da funçao decremento aleatõrio , 
isto É: 
fm E fmãx ( E,5 ) 
ou usando (E.l), tem-se: 
fmfi (E.6) 2T 
onde fm É a freqüência do mais alto modo considerado. 
Tanto para sistemas de 19 grau, como de 29 graus 
de liberdade, o intervalo de amostragem no tempo usado foi 
0,001 seg., assim usando (E.1); tem-se: 
1 _ fmãx =?;í-- 500 Hz 
Para qualquer dos exemplos apresentados no capitu 
lo IV, a maior freqüência natural considerada foi 700 rd/s ou 
111,41 Hz, o que satisfaz as fõrmulas (E.5) ou (E.6).
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E.3 - CRITÉRIOS USADOS PARA O CÃLCULO DOS PARÂMETROS 
Neste caso serão analisadas as funçoes decremen-
A to no tempo e na freqüencia dadas no capitulo II e III, e tam 
bëm as funçoes densidade espectral dadas no capitulo V. 
E.3.l ~ Função decremento aleatõrio no tempo 
É necessario e suficiente para o calculo dos pa- 
A ~ rametros que a funçao decremento tenha entre dois a quatro pg 
riodos de oscilação, assim a razão entre a mãxima freqüência 
de amostragem da funçao decremento e a freqüência do mais al- 
to modo deve estar na regiao: 
f - 
8:5 __lÍÊÍ_ fi 16 ( E.7 ) 
fm 
onde fm E a freqüência do mais alto modo em questao, 
ou sendo t'm o periodo de oscilação da função decremento para 
o mais alto modo, e usando (E.l) e (E.4), tem-se; 
V z nl < t max ( E.8 ) 
32 c'm 16 
Para todos os exemplos considerou-se nl = 64, 
assim (E.8) pode ser escrita da forma: 
c' z 2§_m_a3í_54 (E.9) 
t'm
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considerando ainda, "na" o numero de amostras por periodo da fun 
ção decremento pode-se escrever: 
. 
C' 
na = -l ( 15.10 )
T 
Para o sistema de 19 grau de liberdade, pequenos 
e grandes amortecímentos, considerou-se T = 0,001 seg. e a fre- 
qüência natural 47,7 Hz. 
Usando-se (E.4) onde nl = 64, tem-se t'mãx=0,064 
seg.,e para freqüência natural dada t'm = 0,021 seg., tendo-Se 
entao: 
,_ t'max _______ š 3 periodos
I t 
III 
Para o sistema de 29 grau de liberdade, freqüên- 
cias proximas, considerou-se também T = 0,001 seg., sendo a 
maior freqüência natural 63,7 Hz, da mesma forma anterior como 
nl = 64 e no caso t'm = 0,015 seg., tem-se: 




Obs.: Neste caso os parametros não foram calculados porque o mã- 
todo do decremento logaritmíco não pode ser aplicado. 
No caso do sistema de 29 graus de liberdade, fre- 
qüências afastadas, considerou-se T = 0,0001 seg., onde a maior
A freqüencia natural ë 318,3 Hz, assim sendo nl = 64 tem - se 
t'mãx = 0,0064 seg. e t'm = 0,0031 seg., o que dara:
223 
Émãx , --- É 2 periodos tm 
Obs.: - Neste caso devido ao modo dominante foi possivel calcu 
lar os parâmetros usando o decremento logaritmico. 
- Pode~se observar que qualquer dos casos apresentados 
satisfaz a equaçao (E.9).
\ 
- Para o sistema de 29 graus de liberdade sempre consi- 
derou-se pequenos amortecimentos. 
E.3.2 - Função decremento aleatõrio na freqüência 
~ , A Neste caso a precisao no calculo dos parametros 
depende do intervalo de amostragem na freqüência "éšf" , que 
por sua vez depende de "nl" e "T". 
Para todos os exemplos nl = 64 e usando (E.2) e 
(E.4), tem~se:
1 Ôf = TXT (E.11) 
Para o sistema de 19 grau de liberdade, peque- 
nos e grandes amortecimentos, considerou~se T= 0,001 seg. e u- 
sando (E.11) tem-se ¿šf= 15,625 Hz. Assim a amostragem no eixo 
das freqüências É dada por:
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46,9 Hz (19 f. natural) 
I | Y' Í P 
o Af zflf 3Ôf f 
Figura E.l - Amostragem no eixo das freqüências. Função decremen- 
to aleatõrio. (19 grau de liberdade - pequenos e 
grandes amortecimentos). a 
A freqüência natural usada no sistema simulado 
foi 47,7 Hz, assim o pico da funçao decremento na freqüência 
para pequenos amortecimentos, figura III.3 capituloIII,aparÊ 
ce na terceira amostragem. 
Obs.: - Neste caso 0 "éšf" usado foi suficiente para mmostrar 
a freqüência natural do sistema simulado, mas a preci 
sao no calculo dos fatores de amortecimentos poderia 
ser melhorada se fosse usado "nl" maior. 
- Para grandes amortecimentos a funçao decremento na 
freqüência não foi calculada porque a freqüência de 
pico ê diferente da freqüência natural.
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Para o sistema de 29 graus de liberdade, frequên 
cias proximas e pequenos amortecimentos, considerou-se também 
T=0,001 seg.,sendo então ¿šf=l5,625 Hz. Assim analogamente 
a 19 grau de liberdade, a amostragem no eixo das freqüencias 
ê dada por: 
4ó,9 Hz (19 f. natural) 
62,5 Hz (29 f. natural) 
I 1 l I I l ' 
° Af zlšf sflf ólšf 5&f f 
Figura E.2 - Amostragem no eixo das freqüências. Função decremeg 
J 
to aleatõrio. ( 29 graus de liberdade - freqüências
, proximas ~ pequenos amortecimentos ). 
As freqüências naturais usadas neste caso foram 
». 47,7 Hz e 63,7 Hz; da figura III.7 capituloIII,ve-se que a fun 
ção decremento tem o pico na 19 freqüência natural (39 amostra 
gem), e que devido ao grande "¿šf" o pico para a 29 freqüência 
natural não aparece (49 amostragem). 
Para o sistema de 29 graus de liberdade, freqüên 
cias afastadas e pequenos amortecimentos, considerou*se T = 
0›0001 S68-› usando (E.ll) tem-se ¿šf=l56,25 Hz. Assim a amos- 
tragem no eixo das freqüências ê dada por:
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312,5 Hz (29 f. natural) 
\46,9 
Hz (19 f. natural) 
I + 3 _ ¡ , , 
o A+ 2&f 3&+ . * 
Figura E.3 - Amostragem no eixo das freqüências. Função decremen 
to aleatõrio. ( 29 graus de liberdade - freqUë“Cía5 
afastadas - pequenos amortecimentos ).
A As freqüencias naturais usadas neste caS0 f0f6m 
47›7 HZ É 318›3 HZ; da figura III.8 capÍtulo]II,vÊ-se QUÊ 3 
funçao decremento tem o pico na 29 freqüência natural (19 a- 
mostragem), e que devido ao grande "éšf" o pico para a 19 frg 
Quëflcía natural esta escondido antes da 19 amostragem. 
Obs.: ~ Para todos os casos apresentados e principalmente pa" 
ra o sistema de 29 graus de liberdade, a determinaçao 
dos parâmetros ficou prejudicada devido ao grande 
"éšf" usado. Para diminuir "éšf" deve-se aumêfitflf 
"nl" e ou "T". O aumento de "nl" não pode ser feit0 
no momento devido a limitações computacionais e o au- 
mento em "T", sendo "nl" constante, não deve prejudí" 
car os critérios apresentados nas seções E.2 e E.3~1› 
- O fato de ter-se "T" pequeno somente prejudica o cal- 
culo dos parãmetros no caso da funçao decremento na
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freqüência. O aumento de "T" aumentaria o numero de pe- 
-f mø riodos da funçao decremento no tempo, podendo-se sem 
ø A prejuizo para o calculo dos parametros ultrapassar 4 pg 
riodos. Entretanto o nfimero de amostras por periodo não 
deve ser muito reduzido, fãrmula (E.10). 
- Para o sistema montado em laboratõrio; capitulo VI, u- 
sou-se T=0,0005 seg. e n1=128 sendo a freqüência natu 
ral 122 Hz, assim a funçao decremento teve neste caso 
8 periodos e 16 amostras por periodo. 
E.3.3 - Funçao densidade espectral 
Neste caso analogamente a seção E.3.2, a preci- 
são no cãlculo dos parametros depende do intervalo de amostra 
A . gem na freqflencia "éšf", que por sua vez depende de "n" e 
IITII
. 
Tanto para 19 grau de liberdade como para 29 
graus de liberdade usou~se T=0,00l seg. e n=lO24, assim de 
(E.2) e (E.4) temrse ¿šf=O,977 Hz. 
Para 0 sistema de 19 grau de liberdade, pequenos 
amortecimentos, a freqüência natural usada foi 47,7 Hz, assim 
0 pico da funçao densidade espectral, figura V.l capítulo V , 
aparece na amostragem 49, ver figura E.4:
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47,9 Hz 5 (49¿šf) Hz (19 f. natural) 
I s |‹› I I I If: › 
0 25Af 5oA+ 75&f f
~ Figura E.4 - Amostragem no eixo das freqüências. Funçao densida- 
de espectral. (I9 grau de liberdade - pequenos a- 
mortecimentos). 
_ Para o sistema de 29 graus de liberdade,pequenos 
amortecimentos e freqüências proximas, as freqüências naturais 
usadas foram 47,7 Hz e 63,7 Hz, assim os picos da funçao densi 
dade espectral, figura V.3 capitulo V, aparecem respectivamen- 
te nas amostragens 49 e 64, ver figura E.5: ' 
47,9 Hz = (49 f) Hz (1 f natural) 
5 Hz = (64 f) Hz (29 f. natural) 
|||z||:›|=t'~›-V 
o zslšf solšf 75&f *C 
A ~ ø Figura E.5 - Amostragem no eixo das freqüencias. Funçao densida 
de espectral. (29 graus de liberdade - freqüências 
proximas - pequenos amortecimentos).
Obs.: - 
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Neste caso o "Âšf" usado foi suficiente para mostrar
A as freqflencias naturais dos sistemas simulados. Con- 
tudo nao foi suficiente para calcular com precisao 
os fatores de amortecimento. Para o sistema de 29 
graus de liberdade isto se torna mais evidente, de- 
vendo-se aumentar "n " e ou "T". 
Para o sistema montado em laboratorio, capitulo VI, 
usou-se a media de 50 ou 100 trechos da função densidade e_s_ 
pectral, tendo~se para cada trecho 4096 amostras, o 
que determinou com maior precisao os parametros. 
Para nao ocorrer confusao 5 importante lembrar que , 
"nl" e "t'mãx" são respectivamente o numero de pon-
N tos e o tamanho da funçao decremento, enquanto "n" 
E "tmäx" saoo numero de pontos e o tamanho da excita 
ção ou resposta do sistema.
APÊNDICE F 
Exc1TAçAo nos s1§TEMAs SIMULADOS 1 FREQÚÊNCIA ) 
Neste apêndice serao vistos trechos iniciais das 
~ A ~ , excitaçoes na frequencia dos sistemas simulados. Serao feitos 
tambem comentarios a respeito da influência da banda usada pelo 
A ~ A filtro, apendice A seçao A.l.2, sobre as frequencias naturais 
dos sistemas. 
As excitaçoes apresentadas tem 1024 pontos amos 
trados no tempo a uma razao de 1000 amostras por segundo, as- 
sim: 
T= 0,001 seg., É o intervalo de amostragem no tempo, 
e¿šf= __l__. Hz, ë o intervalo de amostragem na frequência. 
l024xT 
Para todos os graficos, devido ao uso da subroti 
na GRAFIC, apêndice A seção A.l.l4, a escala horizontal É li- 
near e começa na origem, a vertical ë linear não inicia na 0-
z rigem e se apresenta diferente de grafico para grafico. 
F.l - RUÍDOS BRANCOS GAUSSIANOS 
Considerando neste caso: 
" (31-az) " a distancia entre a maior e a menor amplitude para 
o trecho em questão, ` 
a 8. 
e nau = 1 + 2
2
C@m“S€ E21>> (81 _ azil ,mostrando que_em relação a origem ,os 
espectros dos ruídos b ~ rancos sao praticamente constantes, is- 
to ë, serao a res p entados a seguir espectros amplificados 
ruídos sem o nivel "DC". 
à,=s,9g ×1o9 ‹- ----------------- -~ 7 
â=:1s1×1o9 .. 
.zzz qzazms ------------------------- -- 
O Í 1 I 3 T 1 F “ 
1 M 
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%É ÉfÉ ag šÊ 
o soflf 1ooÔ+ 1soÔf 
t 1 t z z t 1 1 t 1 t 1 -0
f 
Figura F.1 - 19 ruido branco na frequência. 
‹1,='/'.36×109~' ' ' ° ' ' ' " ' ' ' ' ' ' " ' ' ' ' ' ' ' ' `  ` `  `  "" 
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Figura F.2 - 29 ruido branco na freqüência.
de
à,=7,s1.×1o9- ----- -- 
az 3,e7×1o9 - 
az=0,10x10 
â1:7,79X1Ú 
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0 so &f 1ooÔf 1soÔf ' 
Figura F.4 - 49 ruído branco na freqüência.
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F.2 - RUÍDOS COLORIDOS 
Da mesma forma que na seção anterior,os espectros 
das respostas do filtro estao amplificadas e sem o nivel "DC". 
Devido ao intervalo de freqüência utilizado,os va- 
lores de frequencias mostrados aproximam-se das frequencias na- 
turais do sistema simulado. 
~ 4 z z Serao assinalados nos graficos a maior e a menor 
amplitude dando uma ideia da queda apresentada pelo filtro. 
Obs.: A escala horizontal utilizada aqui ë diferente da ante- 
rior. 
2_e3z1og‹L----¬ 
0,73x\U -- ~ ` 
\x" (LÊ 1' --_-._- onm1no9l------------ ---__ -- --- 
_ Í.. ' |¡-z rt:-fa›t:t¬f*"1 **'_**'i
_ 
'L' 'Í 
~ Mg- mášf I fmz» 
I I 1 













Figura F.5 - 19 ruido colorido na freqüência.
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Figura F.6 - 29 ruído colorido na freqüência. 
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Figura F.7 - 39 ruído colorido na fre<1Uen°ia° 
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Figura F.8 - 49 ruido colorido na freqüência. 
F`.3 _ INFLUÊNCIA DA BANDA USADA PELO FILTRO SOBRE AS FREQUÊNCIAS NATURAIS 
a -Sistema de um grau de liberdade 
Neste caso tanto para pequenos amortecimentos cg 
mo grandes amortecimentos considerou-se para freqüência natural do 
sistema, 47,7 Hz sendo a excitação o 19 ruído colorido, caoitulo 
II seção II.3.6. 
Observando a figura F.5 verifica-se que esta frg 
qüëncia esta na banda do filtro. 
Para a detecção de falhas, capitulo IV seçao IV- 
2.2, com a mesma freqüência natural variou-se a excitação (29 fui' 
do colorido), ou mantendo-se a excitação variou-se a freqüência na 
tural, 111,4 Hz. Tambem nestes casos asfreqüëncias naturais estao
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dentro da banda do filtro, figura F.5 e F.6. 
Obs.: Para os casos apresentados acima observa-se que,apesar da 
banda do filtro não estar centralizada na freqüência natu-
~ ral,esta foi suficiente para excitar os modos de víbraçao. 
b - Sistema de dois graus de liberdade
A b.l - Freqüencías prõximas 
Neste caso as freqüências naturais considera- 
das para o sistema foram 47,7 Hz e 63,7 Hz sendo as excitaçoes o 
19 e 29 ruido colorido, capitulo II seção II.4.3-a. 
Considerou-se para determinaçao da funçao de 
cremento aleatõrio a resposta da lê massa do sistema, capitulo II 
seçao II.4.2, sendo esta excitada pelo 19 ruido colorido, assim 
sõ ë necessario deter-se na figura F.5. Desta figura vê-se que as
A freqüencias naturais encontram-se na banda do filtro. 
Uma analise simples da influência da banda do 
filtro sobre os modos de vibração, pode ser feita comparando-se as 
razoes entre as amplitudes da funçao decremento e da r€Sp0SC& 
do filtro referentes as freqüências naturais. 
Para a amplitude da funçao decremento aleato-
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A rio na freqüencia tem-se; figura III.8 capitulo Ill: 
- 9196 para 1? freqüência natural 
- 1686 para 2? freqüência natural 
sendo a razao entre elas 0,183 
Para a amplitude do 19 ruido colorido tem-se; 
figura F.5: 
~ 0,73 x 109 para 1? freqüência natural 
- 0,13 x 109 para 2? freqüência natural 
- sendo a razao entre elas 0,178 
As razoes apresentadas sao praticamente as mes- 
mas, o que indica que a resposta do filtro excitou por igual os mo 
dos de vibraçao. 
No caso da detecçao de falhas manteve-se as ex- 
citaçoes anteriores e variou-se as freqüências naturais, 95,5 Hz e 
111,4 Hz, ou manteve-se as freqüências naturais e variou-se as ex- 
citações, (39 e 49 ruido colorido), neste caso tambêm a 1? massa 
do sistema foi excitada pelo 39 ruido devendo somente deter¬se na 
A A figura F.7. Das figuras F.5 e F.7 ve-se que as freqüencias mantive 
ram-se dentro da banda do filtro. 
Obs.: Devidoa proximidade entre as freqüências naturais,a influên- 
cia do filtro sobre estas deve ser praticamente a mesma.
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b.2 -Freqüências afastadas 
Neste caso,as freqüëncis naturais usadas foram 
47,7 Hz e 318,3 Hz sendo as excitaçoes o 19 e 29 ruido colorido 
capitulo II seçao II.4.3-b. 
Da mesma forma anterior, sõ ë necessario deter- 
se nafígura F.5, e como tem-se freqüências afastadas a influen- 
cia do filtro sobre estas deve ser bastante diferente.
A Devido a grande freqüencia natural do 29 modo 
este poderia não ter sido excitado,mas observando-se a :tabela 
III.5 ou a figura III.8 capitulo III,ve-se que este se apresenta 
como o modo dominante. 
Obs.: Para os casos apresentados acima pode-se verificar que a 
banda de freqüência utilizada pelo filtro foi suficiente pa 
ra excitar os modos de vibraçao.
239 
REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 
MEIROVITCH, L., "Elements of Vibration analysis", 
Internationals Student edition, McGraw-Hill Kogakusha, 
Ltd., 1975. 
SLAMA, J.G., TREIGUER, J.M., "Processamento do sinal no con 
trole do estado de uma estrutura", Anais do I Congresso 
Internacional do Processamento do Sinal, COPPE, UFRJ, 
Rio de Janeiro, julho, 1978. 
ACHILLES, c.D., "Análise Especzral de sinais", coE77ó, 
COPPE, UFRJ, Rio de Janeiro, 1977. 
COLE, HENRY A., JR., "On-line failure detection and damping 
measurement of aerospace structures by random decrement 
signatures", NASA CR-2205, mars, 1973. 
WILCOX, P.R., CRAWFORD, W.L.,i "A least squares method for 
the reduction of free-oscilation data", NASA TND-4503, 
june, l968. - 
WILLIAM T. THOMSON, "Theory of Vibration with Application" 
Prentice-Hall Inc. Englewood Cliffs, New Jersey, USA, 
1965. 
RABINER, L.R., GOLD, B., "Theory and applications of digital 
signal processing". Prentice-Hall, INC. Englewood Cliffs 
New Jersey, USA, 1975. 
B. DARRAS, "Identification de systëmes vibrants par la 
mëthode du dëcrëment alëatoire", T.0.N.E.R.A. 
MURRAY R. SPIEGEL, "Schaum's outline of Theory and Problems 
of Estatistics", McGraw-Hill, Inc., l975.
240 
10| ACHILLES, G.D., "Teoria de sinais", coE77 , COPPE-UFRJ, 
Rio de Janeiro, 1978. 
|l1| BHAT, WAMAN V., WILEY, JOHN F., "An evaluation of random 
analysis methods for the determination of panel dampíngfl 
NASA cR-114423, Feb., 1972. 
LHATI, B.P., "An introduction to random si nals and communi- l2 8 
cation theory", International Textbook Company, Scranton, 
Pennsylvania, 1968.
